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Résumé

Résumé

Ce mémoire analyse et compare différentes méthodes pour déterminer la déformation des
plaques rectangulaires, probléme fondamental en génie civil et mécanique des structures.
L'objectif est d'évaluer la concordance et la précision des approches analytiques classiques par
rapport aux méthodes numériques courantes, incluant la méthode des différences finies (MDF)
et la méthode des éléments finis (MEF) via le logiciel Abaqus. Le travail présente les
fondements théoriques et les méthodologies, puis applique ces approches a une plaque carrée
en acier soumise a une charge uniformément répartie, en considérant les conditions aux limites
SSSS et SSCC. Les déplacements maximaux obtenus par chaque méthode sont calculés,
présentés et comparés quantitativement. Les résultats confirment que les méthodes analytiques
fournissent des solutions de référence exactes. Les méthodes numériques montrent une
convergence vers ces solutions avec l'affinage du maillage, validant ainsi leur efficacité.
L'analyse comparative a permis d'évaluer leurs performances relatives en termes de précision
et de comportement de convergence (monotone pour la MDF, non monotone pour la MEF). Ce
travail démontre ainsi 'applicabilité et les caractéristiques des méthodes étudiées pour I'analyse
des plaques, renforcant la confiance en ['utilisation des outils numériques pour des

configurations potentiellement plus complexes ou les solutions analytiques sont limitées.

Mots clés : Analyse d’une plaque, méthodes numériques, méthodes analytiques, Abaqus
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Abstract

This memoir analyzes and compares different methods to determine the deformation of
rectangular plates, a fundamental problem in civil engineering and structural mechanics. The
objective is to evaluate the agreement and accuracy of classical analytical approaches compared
to common numerical methods, including the Finite Difference Method (FDM) and the Finite
Element Method (FEM) via the Abaqus software. The work presents the theoretical
foundations and methodologies, then applies these approaches to a square steel plate subjected
to a uniformly distributed load, considering SSSS and SSCC boundary conditions. The
maximum displacements obtained by each method are calculated, presented, and quantitatively
compared. The results confirm that analytical methods provide exact reference solutions.
Numerical methods show convergence towards these solutions with mesh refinement, thus
validating their efficiency. The comparative analysis allowed evaluating their relative
performance in terms of accuracy and convergence behavior (monotonic for FDM, non-
monotonic for FEM). This work thus demonstrates the applicability and characteristics of the
studied methods for plate analysis, reinforcing confidence in the use of numerical tools for

potentially more complex configurations where analytical solutions are limited.

Keywords : Plate analysis, Analytical method, Numerical method, Abaqus
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L'é¢tude des déformations des plaques rectangulaires constitue un pilier fondamental de la
mécanique des structures. Ces ¢éléments, omniprésents dans l'industrie (aéronautique,
construction navale, génie civil : construction de batiments, des ponts, etc.), sont soumis a
diverses sollicitations qui peuvent entrainer des déformations pouvant compromettre leur
intégrité. Comprendre et maitriser ces phénomenes est crucial pour garantir la sécurité et la
durabilité des ouvrages. Face a la complexité croissante des structures modernes et aux
exigences accrues en matiere de performance, il est nécessaire de disposer d'outils d'analyse

précis et efficaces [1].

Dans ce cadre, I'é¢tude des déformations des plaques rectangulaires repose principalement sur
la résolution de I'équation de la plaque de Kirchhoff-Love, qui décrit le comportement des

plaques sous divers types de chargement [2, 3].

Historiquement, les approches analytiques ont joué un rdle crucial dans la modélisation des
plaques. Parmi ces approches, les méthodes de Navier et de Lévy se distinguent par leur
capacité a fournir des solutions exactes pour des plaques rectangulaires sous des conditions
spécifiques de support et de charge [3, 4]. La méthode de Navier, introduite en 1820, repose
sur l'utilisation de séries trigonométriques double pour résoudre les équations différentielles
régissant le comportement des plaques, particulierement lorsqu'elles sont simplement
supportées sur leurs bords. La méthode de Lévy, présentée en 1900, quant a elle, propose
I’utilisation d’un développement en séries de fourrier simple. Elle s’applique a la flexion des
plaques avec une plus grande variété de conditions de bord, notamment celles avec des bords

encastrés [2, 4].

Cependant, ces méthodes analytiques, bien que précises, sont souvent limitées a des cas

spécifiques de géométrie et de conditions de support, ce qui limite leur applicabilité dans des

ULPGL/Goma/FST/Génie civil KITUMAINI CIGOGO Prince
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situations plus complexes rencontrées en pratique [2]. C'est ici que les méthodes numériques,
comme la méthode des ¢léments finis (MEF) et la méthode des différences finies (MDF),
prennent tout leur sens. Ces méthodes permettent de résoudre les problémes de déformation de
plaques dans des configurations complexes, ou les solutions analytiques ne sont pas facilement

applicables [5].

La méthode des ¢éléments finis est devenue l'une des techniques les plus répandues pour
l'analyse des structures, en raison de sa flexibilité et de sa capacité a traiter des géométries
complexes et des conditions de chargement variées. Elle découpe le domaine d'étude en sous-
domaines plus simples, appelés éléments qui sont interconnectés entre eux par des nceuds, et
utilise des fonctions d'interpolation pour approximer le comportement du matériau dans chaque
¢lément [5]. En parall¢le, la méthode des différences finies, bien que plus simple en termes de
formulation, offre une alternative efficace pour les analyses ou les solutions analytiques sont
difficiles a obtenir et ou l'utilisation de la méthode des ¢léments finis serait trop complexe ou
couteuse. Cette méthode est basée sur la technique du développement en série de Taylor qui
permet d’approximer la valeur d’une fonction en une point donnée si on connait la valeur de la

fonction et ses dérivées en un point voisin en espace ou en temps [6, 7].

La déformation des plaques rectangulaires constitue un défi majeur en mécanique des
structures, crucial pour la conception et la sécurité des infrastructures. Bien que des solutions
analytiques soient disponibles pour des cas simples, telles que les plaques circulaires ou
rectangulaires avec des conditions aux limites standardisées, les plaques rectangulaires
soumises a des conditions aux limites plus complexes restent peu étudi¢es [8]. Ce mémoire
vise a aborder cette lacune en analysant la déformation des plaques rectangulaires en utilisant
des méthodes analytiques (Navier et Levy) et des méthodes numériques (Méthode des
Différences Finies et Méthode des Eléments Finis). Le probléme central consiste a développer,

appliquer et comparer ces différentes approches.

Les méthodes analytiques de Navier et de Levy offrent des solutions précises mais sont limitées
dans leur application a des géométries simples et des conditions aux limites standardisées. Les

méthodes numériques, en revanche, sont plus flexibles et peuvent traiter des situations plus

ULPGL/Goma/FST/Génie civil KITUMAINI CIGOGO Prince
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complexes, mais elles requiérent des ressources computationnelles importantes et des

validations rigoureuses [3].

Ce travail a pour objectif principal d’Analyser la déformation d’une plaque rectangulaire a
travers les méthodes analytiques (Navier et Levy) et les méthodes numériques entre autres la

méthode de différences finies et la méthode des éléments finies.

Face au probléme identifi¢, une question se pose : Les 4 approches donnent - t- elles les
mémes résultats pour 1’analyse d’une plaque rectangulaire ? Cette question souléve les

questions spécifiques suivantes :

1. Quelle est la démarche ou principe a suivre pour analyser la déformée d’une plaque

rectangulaire dans chacune de ces 4 approches ?

2. Existe-il une comparaison entre les méthodes analytiques (Navier et Lévy) et
numériques (MDF &MEF) du point de vue résultats dans I’analyse de la

déformation d’une plaque rectangulaire ?

Pour répondre aux interrogations posées dans cette partie précédente, nous avangons les

hypothéses suivantes :

e Chaque méthode (Navier, Lévy, MDF, MEF) aurait une démarche propre, mais elles
pourraient toutes aboutir a une analyse précise de la déformation, adaptée selon les

conditions de la plaque.

e Les méthodes numériques pourraient offrir des résultats plus précis pour des conditions
complexes, tandis que les méthodes analytiques seraient plus directes dans des cas simples
(3, 2].

Pour réaliser notre projet dans sa totalité, nous poursuivrons les objectifs spécifiques suivants :

o Identifier les étapes clés et les principes sous-jacents dans chacune des méthodes
(analytique et numérique) pour proposer un cadre méthodologique complet qui

permettrait d’analyser la déformation d’une plaque rectangulaire.
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e Comparer les résultats obtenus avec les méthodes analytiques et numériques en termes
de précision et d'applicabilité selon les conditions aux limites et Dégager les points de
comparaisons dans des tableaux en se basant sur les résultats d’analyses avec des cas

d’études précis.

Comme de justification, Notre travail contribue directement a l'amélioration des pratiques de
conception et de construction, permettant aux ingenieurs civils de prendre des décisions

éclairées et de concevoir des structures plus siires et plus durables.

En outre, sur le plan académique, ce travail enrichira la littérature existante et fournira des
ressources précieuses pour les chercheurs et les étudiants en génie civil. Il offrira une base
solide pour de futures recherches et développements dans l'analyse des déformations

structurelles.

Dans le cadre de cette étude, il sera essentiel de commencer par effectuer une recherche
documentaire afin de collecter toutes les informations requises concernant ces quatre méthodes

d'analyse d'une plaque.

Un apercu de la littérature sur la théorie de la déformation des plaques sera exposé. Le but ici
est d'appréhender les équations différentielles partielles qui régissent la déformation. Dans cette
analyse, nous examinerons les techniques de calcul des plaques, ainsi que les conditions de
limite et les différents types de charges utilisés. La réalisation de cette étape établira une

fondation théorique solide pour les résolutions futures.

Une fois cette étape préparatoire terminée, nous procéderons a la résolution de 1’équation de la
déformée d’une plaque rectangulaire en utilisant les quatre méthodes suivantes : les méthodes
analytiques de Navier et Levy, ainsi que les méthodes numériques de la méthode des éléments

finis (FEM) et des différences. Les solutions obtenues seront exposées pour chaque approche.

Par la suite, des logiciels de programmation comme MATLAB seront employés afin de calculer
et de visualiser les résultats, ce qui facilitera l'analyse et l'interprétation des données. En méme
temps, une simulation sera effectuée dans Abaqus pour la méthode des ¢léments finis, ce qui

permettra d'évaluer de manicre précise les déformations de la plaque dans différents scénarios
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de chargement. Enfin, une comparaison sera réalisée en examinant les résultats obtenus a l'aide

des méthodes analytiques et numériques.

Face a la complexité du champ d’étude des plaques, le présent travail se restreint a 1’analyse
des plaques minces rectangulaires. Notre démarche s’appuie ainsi sur la théorie de Love
Kirchhoff, en considérant les hypotheses simplificatrices qui fondent cette approche théorique.
Cependant, il est important de noter que ces hypothéses peuvent limiter la portée des résultats

et qu'il peut étre nécessaire de les relacher pour certains types de problémes

En plus de I’introduction générale, ce travail est subdivisé en trois chapitres :

Le chapitre initial a abordé les généralités sur les plaques, laquelle présentation indiquera la
classification des plaques, les différentes théories des plaques, les hypothéses d’études des
plaques, les forces et moments résultant, I’équation gouvernante de la flexion des plaques, les

méthodes d’analyses des problémes de flexion des plaques.
Le chapitre suivant s'est concentré uniquement sur la présentation de la méthodologie.

Dans le troisieme chapitre, une étude comparative des résultats des 4 approches d’analyses

appliqués a un cas d’étude concret est présentée.

Une conclusion sera ensuite exposée qui va réitérer les points les plus importants de 1’étude ci-

présente, suivie d'une liste de bibliographie et enfin des annexes pour cloturer ce mémoire.
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Chapitre 1 Généralités sur les plaques

1.1 Introduction

Les plaques jouent un rdle central dans la mécanique des structures, notamment dans les
domaines du génie civil, de I'aéronautique et de 1'ingénierie navale. Une plaque est définie
comme un ¢lément structurel tridimensionnel de faible épaisseur par rapport a ses autres
dimensions, souvent utilisé¢ pour supporter des charges perpendiculaires a son plan [9]. L’étude
de leur comportement sous diverses sollicitations est donc essentielle pour garantir la sécurité

et la stabilité des constructions qui en dépendent.

La théorie des plaques a évolué au fil des siecles grace aux contributions de plusieurs
scientifiques et ingénieurs éminents. Cette évolution historique commence avec les travaux de
Leonard Euler au XVlIlle siecle, suivis par ceux de Joseph-Louis Lagrange et Claude-Louis
Navier, qui ont posé les fondements mathématiques de I’analyse des plaques en introduisant
des équations différentielles du quatrieme ordre. Ces travaux ont été enrichis par des théories
plus avancées, telles que celles développées par Kirchhoff et Love, qui ont permis de mieux
comprendre le comportement des plaques minces et épaisses. Ces théories reposent sur des
hypothéses simplificatrices visant a modéliser la réponse des plaques de maniere plus précise
tout en réduisant la complexité des calculs [10].

Dans ce chapitre, nous explorerons les principales caractéristiques des plaques, leur
classification ainsi que les théories fondamentales qui régissent leur comportement. Une
attention particuliere sera portée a la théorie de la flexion des plaques minces de Kirchhoff-
Love, applicable lorsque le rapport entre I'épaisseur de la plaque et ses autres dimensions est
faible. Cette théorie est souvent utilisée en génie civil en raison de sa simplicité et de sa capacité

a fournir des solutions approximatives acceptables pour de nombreuses applications pratiques.
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De plus, nous discuterons des différents types de déflexions que peuvent subir les plaques sous
I’effet des charges, ainsi que des équations d’équilibre nécessaires pour déterminer les
contraintes et les déformations associées. Nous aborderons également les conditions aux
limites couramment appliquées, telles que les bords encastrés, simplement appuyés ou libres,

qui influencent fortement la réponse mécanique des plaques.

Enfin, ce chapitre examinera les méthodes d’analyse traditionnelles et modernes employées
pour résoudre les problémes de plaques. Les méthodes analytiques classiques, comme celles
de Navier et Levy, permettent d’obtenir des solutions exactes dans des configurations
spécifiques mais sont souvent limitées par les conditions aux limites imposées. En parall¢le,
les méthodes numériques, notamment la méthode des ¢léments finis (MEF) et la méthode des
différences finies (MDF), offrent des solutions plus flexibles et sont capables de traiter des
plaques de formes complexes avec des matériaux et conditions aux limites variés [3]. Ces
méthodes numériques sont devenues essentielles dans 1’ingénierie moderne pour 1’analyse des

structures complexes.

Ce chapitre pose ainsi les bases théoriques nécessaires pour comprendre la déformation des
plaques et préparer l'application des méthodes analytiques et numériques qui seront

développées dans les chapitres suivants.
1.2 Généralité sur les plaques

Il existe différentes configurations de plaques. Dans la littérature, les plaques sont trés souvent
classées selon leur géométrie (plaque rectangulaire, circulaire), selon les sollicitations subies
(charges ponctuelles, réparties), mais également selon leur comportement type (membrane,
flexion) et la prise en compte ou non du cisaillement transverse. Pour ce dernier aspect, on
distingue les plaques sans cisaillement (souvent minces et homogenes dans leur épaisseur),
dites plaques de Love-Kirchhoff, et les plaques prenant en compte le cisaillement (souvent

épaisses et/ou hétérogenes dans leur épaisseur), dites plaques de Hencky- Mindlin [9].

ULPGL/Goma/FST/Génie civil KITUMAINI CIGOGO Prince



Chapitre 1 Généralités sur les plaques

1.3 Les déformations des plaques

Les déformations des plaques se référent aux déplacements de leur plan moyen
perpendiculairement a leurs plans inférieurs et supérieurs causés par l'action de forces et de
moments extérieurs (voir Figure 1-1). La quantité de ces déformations peut étre déterminée en
résolvant les équations différentielles appropriées a la plaque étudiée. Les contraintes dans la
plaque peuvent étre calculées a partir de ces déflexions et une fois les contraintes sont connues,
les théories de rupture peuvent étre utilisées pour déterminer si une plaque en mesure de

supporter les charges agissant sur elle [9].

(@) ()

Figure 1-1 : Schéma d'une plaque mince avant et aprés déformation : (a) avant

déformation (b) aprés déformation [9]
1.4 Définition et classification des plaques

La plaque est une structure tridimensionnelle solide ou flexible limitée par deux plans paralleles
(les faces de la plaque) et par un bord perpendiculaire aux faces qui est 1’épaisseur de la plaque.
L’¢épaisseur de la plaque est définie comme étant la distance entre ses faces. L’épaisseur de la
plaque notée généralement par le symbole « h» est supposée petite devant ses autres

dimensions qui représentent sa longueur et sa largeur [9].

Les plaques comprennent généralement un plan moyen. Le plan moyen (ou « plan médian »,
ou « feuillet neutre ») est le plan situé a équidistance entre le plan inférieur et le plan supérieur

de la plaque d'équation z = 0 (équivalent de la ligne moyenne des poutres) (Voir Figure 1-2).
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Par convention, cette surface sera le plan (x-y), I’axe (0-z) correspond a I’axe transversal selon

I’épaisseur.

En fonction de la configuration du plan, les plaques se distinguent en rectangulaire, circulaire,
annulaire, triangulaire etc. Si le matériau constituant la plaque ayant les mémes propriétés
mécaniques dans toutes les directions, alors la plaque est dite isotrope, par contre si les
caractéristiques mécaniques des matériaux constituant la plaque sont différentes selon les

directions, la plaque est dite anisotrope [13].

Les plaques peuvent étre classées en trois groupes : les plaques minces a petites déformations,
les plaques minces a grandes déformations et les plaques épaisses a déformations négligeables.
Le critére souvent utilisé pour définir une plaque mince est le rapport entre I'épaisseur « h » et

la plus petite dimension transversale [10, 11, 12].

- La théorie de Kirchhoff relative aux plaques minces, est applicable lorsque ce rapport
est inférieur a dépasser 1/20 : h/b < 1/20
- La théorie de Henky-Mindlin relative aux plaques épaisses s’applique quand les
rapports dimensions-épaisseur sont compris entre 4 et 20 (4 < b / S 20).
Ou b : est une longueur caractéristique dans le plan (x-y) : c’est la plus petite
dimension transversale ; h : est I’épaisseur de la plaque ; b / p o oest le facteur

d’élancement de la plaque.

J7i

a -

2

Figure 1-2 Description géométrique d’une plaque [13]
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1.5 Comportement générale des plaques

Considérons la plaque non chargée (voir Figure 1-3 (a)) pour laquelle le plan xy coincide avec
le plan moyen et donc la fléche suivant z est égale a zéro. Les composantes du déplacement en
un point, suivant les directions x, y et z, sont dénotéesu, v et w, respectivement. Quand une
charge latérale engendre une déformation de la plaque, la surface médiane en un point

A(x4,y,) présente un déplacement w (Voir Figure 1-3(b)).

Les hypothéses fondamentales de la théorie de flexion avec petites déformations des plaques
minces, isotropes, homogenes et élastiques sont basées sur la géométrie des déformations. Ces
hypothéses peuvent s'énoncer comme suit [14]:
1. La fléche de la surface médiane w est trés faible par rapport a 1'épaisseur de la plaque
h. La pente de la surface fléchie est par conséquent trés petite et le carré de la pente est
une quantité négligeable devant 1'unité.
2. Le plan moyen reste indéformé pendant la flexion : u(x,y,0) = v(x,y,0) =0
3. Une section de la plaque normale a son plan moyen reste plane apres déformation. Cela

veut dire que les deformations de cisaillement vertical y,, et y,,, sont negligeables. I

est aussi déduit que la déformation normale ¢, résultant des charges transversales peut
étre omise.

4. La contrainte normale g, , sur tout ¢lément paralléle au plan moyen peut étre négligée.

Les hypotheses ci-haut, connue comme les hypothéses de Kirchhoff sont analogues a celles
associée a la théorie de flexion des poutres. Leur validité a ét¢ démontrée a travers des essais a
petite et a grande échelle. Dans la majorité des applications en ingénierie, des justifications
adéquates peuvent €tre trouvées par rapport aux simplifications liées a 1'état des contraintes et
des déformations. Les simplifications, un probléme tridimensionnel de plaque peut étre réduit
a un probléme a deux dimensions uniquement. En conséquence, les équations gouvernantes de

la flexion des plaques peuvent étre écrites de manieére concise et simple. Quand les
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déformations ne sont pas petites, la flexion des plaques s'accompagne d'une déformation dans

le plan médian, et les hypothéses 1 et 2 ne sont pas applicables [10].

Figure 1-3 : (a) Une plaque d'épaisseur constante ; (b) une partie de la plaque avant et

apres déformation [10].
1.6 Champs des déformation-Relations cinématiques

Pour mieux comprendre le probleme de flexion des plaques, nous allons maintenant considérer
la géométrie de la déformation. En conséquence de I'hypothése 3 de la section précédente, les

relations déformation-déplacement, sont données par [15] :

. __0u _ow
€x T ox 2%
] £, = v — a_w a_u = 0
y - ay Vaz = dax 9z
__0u  0dv _ 0w  du _ (1.1a-f)
ny - dy Ox sz - ady 9z 0

Ou y;; =v;i(i,j = x,y,z). Notez que ces expressions sont également appelées relations
cinématique, traitant de la géométrie de la déformation plutot que de la question de la cause et

de I’effet. En intégrant I'équation 1.1d, nous obtenons ;

w=w(xy) (1.2)

Indiquant que la déformation latérale ne varie pas en fonction de I'épaisseur de la plaque. De

la méme maniére, I'intégration des expressions pour yy,et y,,, donne :
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ow (1.3)

ax

ow

+uy(x,y) v=—2Z 3y

u=-z + vo(x,y)

Il est clair que uy(x, y)et vy (x, y) représentent respectivement les valeurs de u et v sur le plan

médian. Sur la base de I'hypothése 2 de la section 1.5, nous concluons que uy = v, = 0. Ainsi,

_ w _ w (1.4)
u=-z 9% v= Zay

L'expression ci-dessus pour u est représentée sur la Figure 1-3(b) a la section m-n passant
par un point arbitraire A(x,y) .Une illustration similaire s'applique pour v dans le plan zy.
Nous voyons que les équations (1.4) sont cohérentes avec I'hypothése 3. La substitution des

équations (1.4) dans les trois premiéres expressions des équations (1.1) donne :

*w *w *w 1.5)

& = —ZW gy = —za—y2 Vxy = _Zzaxay

Ces formules fournissent les déformations a n’importe quel point de la plaque.
1.7 Champs des Contraintes et résultantes de contraintes

Dans le cas général d’un ¢état des contraintes tridimensionnelles, les contraintes et les
déformations sont liées par la loi de Hooke généralisée, valable pour un matériau homogene

isotrope et sont données [14, 16] :

1 T
gx=E[o'x—V(0'y+0'z)] ny=%
1 T
gy = ¢loy —v(ox+07)] Vaz = % (1.6)
1 T
e=glo—vota)  r.=TF

Ou 75 = Tij(i, Jj =1x,y,2).les constantes E,v et G représentent respectivement le module

d'élasticité, le coefficient de Poisson et le module d'élasticité de cisaillement.

La relation entre ces €¢léments est donnée par I’expression suivante :
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c-_E (1.6a)
2(1+v)
1—> X 1‘ O-z
¥ ‘ I | “ |4.7¢ 4,|
dy | _ ¥
//I T Zl /} . :\\ X
o, i
i2 | f' _____ 2 A/_ 2\ Ot 2% gy
Z o, l dz t — —=\
7 S T \ ]
o= 4 o
ézl / f+ 22y
(a) oy Tz (b)

Figure 1-4 : Contraintes dans la moitié inférieure et contrainte normale au plan médian

d'un élément de plaque [10, 15].

En considérant que &, = yx; = ¥y, = 0 ,les relations contrainte-déformation pour une plaque

mince s’écrivent [15].

E
Ox =1z (&x +ve))

E
Oy =14z (& +VE) 1.7)
Tyy = Gny

En considérant les relations cinématiques, les contraintes peuvent alors s’écrire comme suit ;

Ez (62w 02w>

=TI 02 6x2+v6y2
_ Ez (d*w N *w 1.8)
MR Y dy? Vox? )
_ Ez w
by =TT vaxdy

(O8]
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Nous observons a partir de ces formules que les contraintes s'annulent a la surface médiane et
varient linéairement sur I'épaisseur de la plaque. Les contraintes réparties sur 1'épaisseur de la
plaque produisent des moments de flexion, des moments de torsion et des efforts de

cisaillement verticaux [10]. Se référant a la Figure 1-4(a), nous avons :

t/2 t/2 (1.9)
f zo,dydz = dy f zo,dz = M,dy
-t/2 ~t/2

De méme, les expressions des autres résultantes sont dérivées comme suit :

M, t/2 (Ox (1.9a)
My = f Oytzdz
M ~t/2

Ty

Avec My, = M, ; De méme :

2z,
(o} = [ e)ee

(1.9b)

Tous les moments et forces de cisaillement agissant sur 1'élément a la Figure 1-5 sont positifs
[15].

Il est important de mentionner que méme si la théorie des plaques minces omet 1’effet des
composantes de contrainte Yy, = T,,/G et y,, = T,,/G en flexion, les forces verticales Q, et
Q, ne sont pas négligeables. En fait, ils sont du méme ordre de grandeur que les charges et les

moments de surface et sont inclus dans la dérivation des équations d'équilibre (Voir section1.8).

En remplacant les équations (1.8) dans 1'équation (1.9a), nous déduisons les formules suivantes

pour les moments de flexion et de torsion en fonction de la déformation [17] :

(1.10)
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0w
dxady

M,, = -D(1-v)

Le paramétre D étant la rigidité flexionnelle de la plaque.

Et3 (1.11)

D=———
12(1 —v?)

Les composantes de contraintes peuvent s'écrire en fonction des moments de la maniére

suivante [4, 10]:

12M,z

12M,z 12M,,z (1.12)
YT T 3 Ty =" 3

o, o

Le maximum des contraintes se produisent sur les surfaces inferieures et supérieures (2 z =

+t/2) de la plaque [10].
1.8 Equations d’équilibre d’une plaque

Les composantes de contrainte (et donc les résultantes de contrainte) varient
généralement d’un point a un autre d'une plaque chargée. Ces variations sont régies par les
conditions d'équilibre de statique. La réalisation de ces conditions conduit a 1'établissement de
certaines relations connues sous le nom d'équations d'équilibre. Nous réduirons par la suite ce

dernier systeme d'équations a une seule relation exprimée en termes de moments [15].

Considérons un élément dx dy de la plaque soumise a une charge uniformément répartie par
unité¢ de surface p (Figure 1-5). Nous supposons que l'inclusion du poids de la plaque, une
petite quantité, dans la charge p ne peut pas affecter la précision du résultat. Notez également
que, comme ['élément est tres petit, par souci de simplicité, les composantes de force et de
moment peuvent étre considérées comme €tant uniformément reparties sur chaque face. Dans
la figure, elles sont représentées par un seul vecteur, représentant les valeurs moyennes

appliquées au centre de chaque face [10].
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Figure 1-5 : Résultantes de contraintes positives et charge sur un élément de plaque [11].

La condition selon laquelle la somme des forces dirigées vers z sont égales a zéro, conduit a

[10, 15]:

00, aQ, (1.13)
dxdy + —=dxd dxdy =0
axxy+ayxy+pxy
Ce qui se traduit par ;
9Q, 0dQ, 1.14)
ax Ty TP=0
L’équilibre des moments autour de I’axe x s’écrit [10]:
oM, oM, (1.15)
% dxdy + dedy — Qydxdy =0
Ce qui donne ;
oM oM 1.16
2 S _g,=0 (.16)
dx ady

Dans ces expressions, le produit des quantités infinitésimales, comme le moment di a p et le

moment due a la variation de Q,, sont omis.

De la méme maniere, a partir de I'équilibre des moments autour de I’axe y , nous avons
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oM,, OM, 1.17)
ax + ax —Q:=0

Finalement, en introduisant les expressions de Q, et @, nous obtenons

0°M, ) 0°M,,

’°M, (1.18)
dax? + dxdy + ay?

=-Pp

C'est I’équation différentielle d'équilibre pour la flexion de plaques minces.

Les expressions des forces de cisaillement peuvent alors s'écrire en fonction de la fléche w, en

se basant sur les équations (1.16) et (1.17) [10, 18] :

~ i) 02w+62w _ i) (72w)
Q= -D5\ 9% ayz) = Toax "
(1.19)
B i) 02w+02w _ i) (72w)
Qy = ay\axz "ayz) T Ty W
Ou V72 est I’Opérateur de Laplace :
a? a? 1.20
o 0 (1.20)
ax?  dy?
Remarque : On a trois équations d'équilibre pour cinq grandeurs inconnues

(Qx, Qy, My, My, M xy) :le probleme est hyperstatique et pour lever I'indétermination il faut tenir

compte des déformations [4].
1.9 Equation gouvernante de la flexion des plaques

L'équation différentielle qui gouverne la flexion des plaques peut étre obtenue en utilisant les
résultats des sections précédentes. Introduisons les expressions de Mx, My et Mxy dans

I'équation (1.18), nous obtenons [2, 10, 14, 15, 17] :

a*w ‘tw od*‘w P (1.21a)
+2 + =—
ax* ax29y?> ady* D

Cette €quation, dérivée pour la premiere fois par Lagrange en 1811, peut également s'écrire

sous une forme concise :
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P 1.21b
P =2 (1.21b)
Dans lequel V* = 7272 = (V2)2.
Lorsqu'aucune charge latérale n'agit sur la plaque :
d*w a*tw  o'w (1.22)

=0
ax* +2 ax2dy? * ay*

Les expressions (1.21) sont les équations différentielles régissant la flexion de plaques minces.
Pour déterminer w ,il est nécessaire d'intégrer cette équation avec les constantes d'intégration

dépendant des conditions limites appropriées (discutées dans la section ).

1.9.1 Réduction de I’ordre du probléeme de flexion de la plaque

I1 est intéressant de souligner que la somme des composantes du moment de flexion, comme

définie dans les équations 1.10, reste constante. En d’autres termes [10]:

62W+azw =-D(1 +v)V?
axz  ayz) vvw

(1.23a)
M,+ M, = —D(1+v)<

En désignant M comme la fonction du moment, aussi appelée la somme des moments ;

M,+M 1.2
= Y— _priw (1.23b)
1+v)
Les expressions pour les forces de cisaillement peuvent étre formulées ainsi :
oM oM (1.24)
Qx = a_ ; Qy =
x ay
L'équation 1.21, peut-€tre représenté de la maniere suivante :
*mM N ’M (1.25)
axz = dy? p
*w *w M (1.26)

axz T dy2 D
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L'équation de la plaque, V*w = p/ p- estainsi reduite a deux equations differentielles partielles
d'ordre deux, qui sont parfois préférées en fonction de la méthode de résolution utilisée. En
connaissant la charge et les conditions aux limites, on peut résoudre M a partir de I'Equation

1.25, puis I'Equation 1.26 donne w.
1.10 Conditions aux limites

L'équation différentielle de la surface élastique admet une infinité¢ de solutions. La solution
réelle d'un probléme donné sera celle qui remplit les conditions au contour [4].
Considérons une plaque rectangulaire et étudions les différentes situations les plus

fréquemment rencontrées [10, 15]:

1.10.1 Bord encastré

Section
z

s

Plan view

Figure 1-6 : Schéma d’une plaque avec bord encastré [10, 19]

Si le bord d'une plaque est encastré, la fleche le long de ce bord est nulle et le plan tangent a la
surface moyenne fléchie, le long de ce bord, coincide avec la position initiale du plan moyen

de la plaque. La rotation est donc nulle le long de ce bord.

Si le bord x = a est encastré, les conditions aux limites sont formulées comme suit :

aW) o (1.27)

w(a,y) =0 ; (E =
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1.10.2Bord simplement appuyé

N

y

/

x

Vue en plan

Figure 1-7 Schéma d’une plaque avec bord simplement appuyé [10, 19]
En plus, ce bord peut tourner librement autour de 1'axe Si le bord x = a de la plaque est
simplement appuyé, la fleche le long de ce bord est nulle autour de 1’axe x c'est a dire qu'il
n'existe pas de moment de flexion M, le long de ce bord. Comme la fléche w est identiquement

nulle le long du c6té, ses dérivées en y le sont également et I'on a les conditions suivantes :

0 M. =D 1w *w 0 1w 0 1.28)
— . — —_— —_— = > | — =
w(@y) o ox? +v6y2 —a 2x)
1.10.3Bord libre
Z y
/
x

Figure 1-8 Schéma d’une plaque avec bord libre [19]

Sous la forme proposée par Poisson, les conditions aux limites pour ce cas stipulent que le
moment de flexion M, doit €tre nul. L'effort tranchant Q, et le moment de torsion M,
devraient I'étre aussi. Kirchhoff trouva que ces trois conditions étaient de trop et que deux
suffisaient pour déterminer completement la fleche w. Il a démontré que les deux conditions
de Poisson relatives au moment de torsion My, et a l'effort tranchant Q, pouvaient étre

remplacées par une seule condition aux limites (exprimant I'annulation de la réaction totale).
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M,y

_ _ 1.29
y = 0 (x=a) (1.29)

M,=0 ’ V,=0,+

Ce qui peut s'écrire en fonction des dérivées partielles de la fleche w comme suit :

*w ’w 3w 3w (1.30)

——tv—=0 ; —+2-V)=—=s=0
dx? +v6x2 ' ax3 +2-v) 0xdy?

1.10.4 Bord glissant

Das ce cas, le bord est libre de se déplacer verticalement,
mais la rotation y est empéchée ( Figure 1-9).
Le support n’est capable de résister a un effort
tranchant. Ainsi :

ow 3w w
(a)m_o, At MgEE=0 x=a

Figure 1-9 Schéma bord glissant [16]

1.11Théorie exacte des plaques

Rappelons que dans le cadre de la théorie de flexion des poutres, I’effet de I’effort tranchant
sur les déformations et les contraintes est relativement insignifiant et peut étre négligé si la
hauteur de la poutre est petite comparée a sa portée. Cette méme conclusion est valable dans le
cas des plaques. Cependant, il est important de noter que dans les problémes de vibration et de
propagation des ondes, 1’effet du cisaillement est d’une grande importance pour les poutres et

les plaques qu’elles soient élancées ou pas [10].

La théorie exacte des plaques est exclusivement gouvernée par la théorie de 1’¢lasticité [20].

Dans le cas d’une flexion de plaque engendrant un état de contrainte plane, la solution générale
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issue de la théorie exacte des plaques coincide avec la solution obtenue par la théorie classique

des plaques [4].

La résolution rigoureuse d’autres configurations indique que la théorie classique des plaques
mince est suffisamment précise pour les cas usuels rencontrés en pratique, avec les exceptions
suivantes : Dans la proximité d’importantes charges concentrées ; Dans des zones limitées des

bords, particuliérement a proximité des coins des plaques et autour des ouvertures [10].
1.12 Méthode d’analyse des problémes de plaques

L'analyse statique ou dynamique des poutres, plaques et coques en interaction avec des milieux
¢lastiques repose sur diverses méthodes de résolution [9]. Ces méthodes proviennent du
développement d'approches anciennes, tout en intégrant des techniques récentes pour pallier
les insuffisances des méthodes existantes et surmonter les défis rencontrés lors de leur
application. Dans un contexte de recherche d'une analyse plus précise, rationnelle et réaliste, il

est crucial de développer les méthodes existantes ou de proposer de nouvelles approches.

Bien que des hypothéses soient adoptées et des exigences soient imposées, certaines
simplifications sont inévitables pour formuler les équations mathématiques nécessaires,
permettant ainsi l'obtention de solutions réalisables. Deux types de résolution se distinguent :

la résolution analytique, généralement limitée, et la résolution approximative.

1.12.1 Méthodes analytiques

Les méthodes analytiques sont privilégi€es pour leur capacité a fournir des solutions exactes et
proches de la réalité exprimée par le modele approprié. Cependant, elles présentent souvent des
limitations en raison de leur difficulté d'application a des structures de formes complexes ou
constituées de matériaux non homogenes. Des hypotheses simplificatrices sont donc requises.
Un autre type de méthodes, appelées analytiques approximatives ou méthodes semi-
analytiques, a émergé pour surmonter ces limitations. Ces méthodes offrent des avantages
significatifs en présentant généralement la réponse du probléeme étudié sous forme d'une série

convergente vers la solution exacte [1, 2, 9, 10].
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Dans ce mémoire, les méthodes analytiques spécifiques que nous utiliserons incluent la
méthode de Navier ct la méthode de Levy, qui sont particulierement adaptées pour traiter des

plaques rectangulaires sous différentes conditions de charge.

1.12.2 Méthodes numériques :

Les méthodes numériques sont indispensables pour résoudre des problémes complexes lorsque
la solution analytique ou semi-analytique fait défaut [9]. Les méthodes numériques sont

largement utilisées dans les domaines de l'ingénierie et de la physique, notamment [21]:

- Laméthode des différences finies, qui permet de discrétiser les équations différentielles
et de résoudre numériquement les problémes d'élasticité.

- La méthode des éléments finis, qui décompose un domaine complexe en éléments
simples et permet une analyse locale précise.

- La méthode des ¢léments aux frontic¢res, qui réduit la dimension du probléme en se
concentrant sur les frontieres des domaines.

- La méthode des volumes finis, qui est particulierement utile pour la conservation des

flux dans les équations de transport.

Dans le cadre de cette étude, nous allons utiliser la méthode des différences finies et la
méthode des éléments finis, qui sont largement reconnues pour leur efficacité dans la

modélisation et I'analyse des plaques.
1.13 Conclusion

Ce premier chapitre a fourni une base solide sur les généralités des plaques, abordant a la fois
leur histoire, leur classification et leur comportement mécanique. Nous avons examiné
I'évolution de la théorie des plaques, en soulignant les contributions des pionniers tels qu'Euler
et Kirchhoff, qui ont établi les fondements mathématiques nécessaires a I'analyse des structures

en plaques.

La distinction entre les différents types de plaques, qu'elles soient minces ou €paisses, isotropes

ou anisotropes, est essentielle pour comprendre les méthodes d'analyse qui seront discutées
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ultérieurement. Les sections sur les déflexions et les champs de contraintes ont mis en évidence
les enjeux liés a la sécurité et a la performance des structures en plaques, qui sont omniprésentes

dans le génie civil.

De plus, l'introduction des méthodes analytiques et numériques a montré que, bien que les
solutions exactes puissent étre obtenues pour des cas simples, les méthodes numériques sont
indispensables pour traiter des configurations complexes et variées. Cela souligne l'importance
d'une approche méthodologique diversifiée pour une analyse rigoureuse des déformations des

plaques.

Ainsi, ce chapitre a non seulement établi un cadre théorique essentiel, mais a également préparé
le terrain pour les analyses plus approfondies qui suivront. La connaissance des généralités sur
les plaques est un préalable incontournable pour aborder les défis pratiques que rencontrent les

ingénieurs dans la conception et I'analyse des structures modernes.
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Chapitre 2 Méthodologie

2.1 Introduction

Dans le cadre de ce mémoire, 1’analyse de la déformation d’une plaque rectangulaire repose
sur une approche combinant des méthodes analytiques et numériques. Cette approche
méthodologique vise a comparer les outils théoriques et computationnels disponibles pour
étudier les équations régissant la flexion des plaques. Les méthodes analytiques permettent de
déterminer des solutions exactes ou semi-exactes sous certaines hypothéses simplificatrices,
tandis que les méthodes numériques offrent une flexibilité indispensable pour traiter des
configurations complexes, souvent inaccessibles aux solutions analytiques [2, 3].

Ce chapitre présente d'abord les méthodes analytiques, en mettant I’accent sur les méthodes de
Navier et de Levy, qui s'appliquent spécifiquement aux plaques rectangulaires avec des
conditions aux limites bien définies. Ensuite, les méthodes numériques — la méthode des
différences finies et la méthode des éléments finis — sont abordées. Ces deux approches se
completent en offrant des outils puissants pour des cas ou les méthodes analytiques montrent
leurs limites. On présente aussi une brievement le logiciel Abaqus, un logiciel de simulation

pour la méthode des éléments finis.

Ainsi, ce chapitre établit un cadre rigoureux pour I’étude des plaques rectangulaires, en

définissant les bases théoriques et les modalités pratiques de chaque méthode utilisée

2.2 Méthodes analytiques

2.2.1 Introduction

Les méthodes analytiques sont historiquement les premicres approches utilisées pour résoudre
les équations de flexion des plaques. Ces méthodes reposent sur la recherche de solutions

exactes en satisfaisant les conditions aux limites par des développements en séries. Bien
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qu’elles soient limitées a des cas géométriques simples et a des conditions aux limites

idéalisées, elles offrent une précision incomparable dans ces contextes.

Dans ce mémoire, deux méthodes analytiques sont examinées : la méthode de Navier et la
méthode de Levy. Ces approches permettent d’obtenir des expressions analytiques précises
pour la déflexion des plaques, servant également de référence pour valider les résultats des

méthodes numériques.

2.2.2 Méthode de Navier (Solution par des séries doubles)

En 1820, Navier présenta un papier a I’Académie Frangaises des Sciences ou il propose une
solution au probléeme de flexion des plaques rectangulaires simplement appuyées en utilisant

une double série trigonométrique [21].

2.2.2.1 Présentation du probléme

Considérons une plaque rectangulaire de cotés a et b, simplement appuyée sur son contour et
soumises a une charge uniformément répartie p(x, y). L’origine du systéme de coordonnées
étant placée a ’extrémité supérieure gauche de la plaque comme montré a la Figure 2-1 ci-

dessous [10] :

Wy

Figure 2-1 Localisation du systéeme de coordonnées pour la méthode de Navier [10]

Les conditions de bords (Conditions aux limites) pour une plaque simplement appuyée sont

données a 1’équation 1.25 :
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2.1)

Selon Navier, la solution de I’équation différentielle gouvernante (2.21), c.-a-d., ’expression
de la fleche w(x, y) et de la distribution de la charge surfacique p(x, y) doivent étre vu sous la

forme d’une série de Fourier infinie, comme suit [2, 15, 23, 10, 24]:

SRS . mmx | nmy (22)
w(x,y) = z z A Sin sin——
a b
m=1n=1
SR . mmx | nmy (23)
P(x,y) = Z Z P, sin sin——
a b
m=1n=1

Ici A,y et Py, représentent des coefficients a déterminer pour que les équations (2.2) et (2.3)

satisfassent aux conditions aux limites données par les équations (2.1).

Il est facile de vérifier que ’expression de la fleche donnée dans I’équation 1.21 vérifie les

conditions aux limites définies par les équations (2.1).

2.2.2.2 Calcul des coefficients 4,,, et P,,,

D’apres la méthode des séries de fourrier [21, 22] ;

Posons W(x,y) = X n=1Amn Wmn AVeC Wy, = sin% sinnbﬂ
Définissons le bilaplacien :
*w *w  d'w 2.4

4 — 2
Viw(x,y) ax* * dx20y? * ay*

Sous forme d’une série infinie de Fourier le bilaplacien s’écrit aussi :
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> (2.5a)
Pwy) =7 > Ay
mn=1
Le Bilaplacien étant un operateur linéaire on a :
> (2.5b)
PWEY) = D ApnV Wi
mn=1
Avec
a*w. *w. *w. (2.5¢)
ViWin = ——g— + 2 55 + ——1
dx dx-dy dx
. . . . *Wmn 0*Wmn 9*wmn
Explicitons le bilaplacien en calculant : ——=, —— 392" axt
mnx . nm
Wmn = Sin sinTy (2.6)
En dérivant (2.6) 4 fois successives, on trouve :
itw,, min*  mnx nmy (2.62)
= sin sin
ax* a* a b
De meme:
otw,,, n‘n* mnx nmy (2.6b)
3yt =z sin——sin—
En plus :
tw,,, m*n*n* mnx nny (2.6¢)
dx20y? ~Tazpz Mg STy
En injectant (2.6a-c) dans (2.5c), On trouve :
. (M n?\"  mnx  nmy (2.72)
V'wpn =1 ?-I_ﬁ sin smT
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En posant :
L (m* 2 2 (2.7b)
A=ty
L’équation (2.7a) devient :
mnx . nm
VAW, = Asin sin —by = AWpn 2.7¢)
L’équation (2.7¢) dans (2.5b) on trouve :
> > (2.82)
V4W(x, y) = z Ay Winn = z BnnWmn
mn=1 mn=1
Avec :
Bon = Ay (2.8b)
L’équation gouvernante (1.21) peut maintenant s’écrire comme suit :
i B _ Pyn . mmx _ nmy
] mnWmn = p sin——sin— 2.9)
mn=1
mn=1
Par identification, on a :
P
Bonn =
mn nm
Winn = Sin Y sin nny (2.10)
b
On s’intéresse a la premiére équation du systéme (2.10) ona: By, = Ay, = P’:Tn
Ce qui donne :
4 _ Pmn (2.11a)
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En remplagant (2.7b), dans (2.11a) on obtient la valeur de A,,,, :

m2 n?
Drr? (? + F) (leb)

Connaissant la valeur de A4,,,,, , I’équation (2.2) peut désormais s’écrire :

(0]

Pon . mmx | nmy
w(x,y) = 5 sin sin (2.12)

m2 n2 a b
b (T +5)

mn=1

Maintenant cherchons la valeur de B, :

D’aprés 1’équation (2.3); P(x,y) = z P sin%sinn% (cas d’un chargement
mmn=1

sinusoidal). Conformément a la méthode de Fourier, multiplions les deux membres par

. knx . Im . ..
sin—-sin Ty dxdy et intégrons les deux membres entre les limites 0—a et 0—b. ona :

f f P(x, y)sm—sm ydyd f Jy z mnsm—smn%smk—sm—dydx
mn=1

b b
; knx _ lmy ; . mnx _ knx ny | lmy
ffP(x y) sm—sm—dydx Pmnfsm sm—dxfsm—sm—dy
b a a b b
00 0
(2.13a)
I1 est possible de vérifier que (en annexes Démo 1) :
. fa mmx k”xd _ 2sim¢k
0sm sin x = Esim=k
. (2.13b)
o [Psin™sindy = I?Slnil
0 a p YT S sin= l

Remarquons que m = k;n = [ Sont les seuls cas ou le second membre n’est pas nulle
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L’équation (2.13a) devient :

a b a b
. mmx _ nmy mmnx . mmnx . nmy | nmy
ffP(x,y) sin sin——dydx = fsm—sm—dxjsm—sm—dy
b a a b b
00 0 0
a b I b
X Ty a
ffP(x y) sm—sdeydx = mnz >
0 0
On tire la valeur de By, :
ab
4 Ty
Pon = _bj f P(x,y) sm sdeydx
ab.’ s (2.14)

Avec les valeurs de A,,,, et Py, On peut alors écrire la solution générale de la fléche w :

(0]

(xy) = 1 Pon . mmx . nmy
w(x,y) = Dt 2 5 sin p sin b (2.15)
(az + b2>
mn=1

En substituant w(x,y) dans les expressions des moments internes et des efforts tranchants
données par les équations (1.10), et (1.19), les forces internes ainsi que 1'état de contrainte a
n'importe quel point de la plaque peuvent étre déterminés. Par exemple, pour les moments dans

la plaque, nous obtenons [14]:

) ‘m?  n?] . mmx | nmy

m, = Dm Zz ?‘H’ﬁ Winn SIN smT
m=1n=1" -
(0] (0] -2 217

_ ) n m . mnx _ nmy

m, = Drm ZZ ﬁ+v—2 Wpn SIN smT

m=1n=1"
(2.16)
2 nmy
=-—-n*D(1—-v) Z Z Winn cos cosT
m=1n=

Pour les efforts tranchants dans la plaque :
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mnx . nmy

sin——
b

" .
Zm ?+v—+(1—v)— W, COS
= ]

3D v [n? m? m?] mnx nm
qyz—z Zn[—+va—+(1—v)a— Wonn SiD 5 cos by (2.17)

2.2.2.3 Plaque simplement appuyée sur quatre bords soumis a une charge

uniformément repartie

Lorsqu'une plaque rectangulaire est soumise a une charge donnée, le résultant de I’équation
2.14 donnant la valeur de p,,, trouvé précédemment est considérablement simplifié, ce qui
simplifie a son tour 1’équation 2.15 représentant la solution générale de la déformation de la

plaque [10].
On peut distinguer plusieurs types de chargement [15]:

- Cas d’une plaque soumise a une charge uniformément repartie

- Cas d’une plaque soumise a charge sinusoidale

- Cas d’une plaque soumise a charge hydrostatique

- Cas d’une plaque soumise a une charge concentrée a un point de la plaque

- Cas d’une plaque soumise a une charge linéaire, triangulaire, etc.

Par exemple, En considérant le Cas d’une plaque soumise a une charge uniformément

repartie [13,22]:

P(x,y) = Py = c*® (2.18)

Ramenons (2.18) dans (2 .14) ;on a :

b

ab a

P 4]_[13 mrnx nn’yd dx = POJ . mnxd J . mtyd

mn = o o Sin sin b ydx = b sin p x | sin b y
00

0
(2.19)

En intégrant on a :
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0 si m ou n est pair

4P, ( a b
Brn = —( — -D— —1) | =1 16P
T ab (mn (cosmm = 1) nm (cosnm )> { 02 Si m et n sont impairs
mnm
16P, (2.20)
mn = g (m,n=1,3,5,...)

D’ou pour un chargement uniforme, la solution générale de la fléche est trouvée tout
simplement en remplagant P, par sa valeur dans la solution générale donnée par la

formule générale :

. MmX . Ny
16P, 1 sin sin —p=
Wx,y) = D mn mz i (2.21)
(5
mn=1 a b

La déformation maximale se produit au centre de la plaque (x = a/2,y = b/2) et sa valeur,

d'aprés I'Equation 2.21, est donnée par :

in TV in I
_ 16P, 1 sin——sin= -
max - D mn /m?z n2\? 2.22)
()
mn=1 a b
Si on pose
in T i T
”=16p0 . 1 sin——sin—
D ' ™" mn 2z p2\? (2.23)
(F+ﬁ>

L’équation 2.22 s’écrit sous la forme simplifiée :

Wiax = Z ”Um,n

mn=1

(2.24)

Cette série est assez rapidement convergente [15].
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Un script sera développé sous MATLAB pour étudier les caractéristiques de cette méthode

pour une application donnée (voir )

En introduisant I'Equation 2.22 dans les Equations 1.10,1.12 et 1.19 les composantes du
moments, contraintes et forces de cisaillement sont aussi calculés pour ce cas précis (plaque

simplement appuyée sur ses 4bords soumise a une charge uniformément repartie p,, )

Le Tableau 2-1 ci-dessous donne la valeur du coefficient pm,n(ou qm,n) pour les autres types
de chargement, les telles valeurs qu’on pourra remplacer a chaque fois dans la solution

générale (2.15) pour trouver la solution du déplacement w(x, y) pour un chargement donné.

Tableau 2-1 valeur de q,;, OU Py, Sous différents chargements pour la méthode de

Navier [3]

Géométrie Coefficients g, OU Py

4+ Charge uniformément repartie
q(x,y) = qo = c*

_16q,

~ mnm?

(m,n=13)5,..)

quL

* + Charge hydrostatique
b y
q(x,y) =qo7,
q0 3
qo
a Qmn = M2 (=™t
z \< (m=135..);(n=123,..)

ULPGL/Goma/FST/Génie civil KITUMAINI CIGOGO Prince



Chapitre 2 Meéthodologie

e Charge concentrée en un point

(i.e, Q, située a (x,,7,))

4Qo . mmx, . nmwy,

sin sin
Imn =" a b

(mn=123..)

X
Yo b e Charge linéaire
q(,y) = qo6(y — ¥o)
_ 8Po . o
a Tmn = b > p
Y 9o \< (m=135,.)Mn=123.)
Ry

e Charge sinusoidale

. mmx | mmy
p(x,y) =P, sin——sin—

(m,n=13)5,..)

2.2.3 Méthode de Lévy

En 1900, Lévy a proposé une méthode pour I’analyse de la flexion des plaques rectangulaires
ayant deux bords opposés simplement appuyées (par exemple, a x = 0 et x = a) et avec des
conditions d’appui quelconques pour les deux autres bords (a y = b /2) voir Figure 2-2. Lévy
propose I’utilisation d’un développement en séries de Fourier simples. La méthode proposée
par Lévy s’avere plus pratique que celle proposée par Navier. D’une part, les calculs
numériques sont plus simples quand il s’agit d’une série simple. D’autre part, la méthode de

Lévy s’applique a la flexion des plaques avec une plus grande variété de conditions de bord
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[22, 10]. Lévy présente une solution de 1’équation de Lagrange exprimée comme la somme

d’une partie complémentaire w, Et d’une partie particuliere w,, [10]. Chacune de ces deux

parties consiste en une série de Fourier simple [15]:

wW=wp+tw, (a)

Les six problémes auxquels le développement de Maurice Levy est applicable sont [22] :

1) 4 bords appuyés (probleme de Navier)

2) 3 bords appuyés, le 4° libre (cas de Vannes)
3) 3 bords appuyés, le 4° encastré

4) 2 bords appuyés, 2 bords opposés libres

5) 2 bords appuyées, 2 bords opposés encastrés

6) 2 bords appuyées, 1 bords libres, 1 bords encastrés

Dans ce travail nous allons nous intéresser aux probléme (1) et (5).

b |

'1!'
=

b |

T
|
|
|
|
1
A |
I
|
|
|
1

|y

Figure 2-2 Position standard du systéme de coordonnées dans la méthode de Lévy

2.2.3.1 Plaque simplement appuyée sur ses 4bords : Probléme de Navier

Dans ce premier cas, Considérons une plaque dont les bords opposés,x = 0 et x = a, sont
simplement appuyés, et les deux autres bords opposés, y = 0 et y = b, peuvent avoir des

supports arbitraires. Les conditions aux limites sur les bords simplement appuyés sont :
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w(x, )’) = 0|x=0,a

*w *w *w (2.25)
wx,y)=-D|—+v— =0
ox ay x=0,a ox x=0,a
Selon la proposition de Lévy, la solution complémentaire est prise égale a [16, 23] :
mmx (2.26)

wp = Z [ ) sin
m=1

a

Ou f,, () est une fonction qui ne dépend que de y. De plus wy,, respecte les conditions aux
limites des bords simplement appuyés définies en (2.25). En insérant l'expression (2.26) dans

I'équation différentielle homogene V272w, = 0, on obtient :

O 2 () G+ () oo =

m=1

Cette équation est valable si la quantité entre parenthéses est nulle :

d*f mm\2 d*f mm\4 2.27)
d 72 ( ) 7+ ( ) fm=0
y a dy a
La solution de cette équation différentielle ordinaire peut s'exprimer comme suit :
fm) =eY (2.28)

En insérant cette expression dans I'Equation (2.27), on aboutit a I'équation caractéristique

sulvante :

At —2 (?)2 24 (%)4 o (2.29)

Cette équation admet les deux racines doubles suivantes :

mm _mmn (2.30)
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En se basant sur les valeurs des exposants caractéristiques obtenues, la solution de I'équation

homogene peut €tre représentée par des fonctions exponentielles :

fmn) =Ae at+Be " atcye /atDyye " la 2.31)

Ou en utilisant les fonctions hyperboliques ;

mn mn mn mn
fm(y) = Ap sinhTy + B,,, cosh 4 +y (Cm sinh Ty + D,, cosh y)
(2.32)
La solution complémentaire est alors donnée par :
c mn mn
wp = Z [Am sinh—y + B,,, cosh Y
m=1 a
+y (Cm sinh mny + D,,, cosh mny>] sin mmx
a a
(2.33)

Les constantes A,,, By, Cp, €t Dy, sont déterminées a partir des conditions limites aux bords

y = 0 et y = b. Elles seront déterminées plus tard pour des cas précis.

La solution particuliére w,, est aussi exprimée sous la forme d’une série de Fourier simple :

mnx 2.34)

Wp®,y) = > km(y)sin
m=1

Remarquons que I’équation (2.34) satisfait aussi aux conditions aux bords données par les

équations (2.25).

La charge latérale répartie p(x, y) est considérée comme suit :

mix (2.35)
a

P(xy) = ) pn()sin
m=1
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Avec ;

I (2.36)

— 2 ‘ 3
Pm(y) = a Of p(x,y) sin

Cette charge dépend du type de chargement (Uniformément repartie, concentrée,
hydrostatique, lin€aire, triangulaire, etc...). Le Tableau 2-2 donne les valeurs de cette charge

pour quelques cas usuels .

En substituant les expressions 2.34 et 2.35 dans I’équation de Lagrange (1.21), on obtient :

d*fon 2d2f,, 2.37)
P ("ZT) o (mn) fm =

En résolvant cette équation, nous pouvons déterminer f,,(y) et, enfin, trouver la solution

particuliere, w, (x, y).

Les composantes complémentaires des moments, Myp,, Myp, My, peuvent €tre exprimees en

termes de f,,(y) en substituant 'Equation (2.33) dans les Equations (1.10), comme suit [23]:

=D i <(¥)2fm —vdd}{ >sinm:x
m=1

=0 (v 1~ g

— /mudf mmx
M,y = —D(1 —v) < "’> cos

(2.38a-¢)

a dy

+ Plaque simplement appuyé sur ses quatre bords soumis a une charge uniformément

repartie (probléme de Navier)

Ici on va résoudre le probléme de Navier présenté a la section , par la méthode de Lévy.

Soit une plaque rectangulaire simplement appuyée sur tous ses bords, ayant des dimensions a
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et b (Figure 2-3) et soumise a une charge uniforme p,. Déterminons les fléches et les moments
de flexion.

Etant donné que les conditions aux limites sont les mémes sur tous les bords de la plaque et
que la charge est uniforme (voir ), nous plagons I'axe des x sur I'axe de symétrie de

la plaque. Cela simplifie grandement la procédure de calcul, comme nous le verrons plus tard.

Dans ce cas p(x,¥) = po, I'Equation (2.36), aprés intégration, devient :

; 2.39a)
2 . mmux4p, _ (
Pm(y) = Ef P, Sin pp— (m=1,3,5,..)
0
pp——
P
b s I -
| ! *
EIJ"E | I
| ol
e a |-———
¥

Figure 2-3 plaque simplement appuyée sur ses 4 bords

L’€équation (2.39) dans (2.37) et on obtient :

d4km _9 (mTl')Z dzkm n (mn)4f _ 4-p0 (2.39b)
m

dy* dy? a ~ mnD

Comme le terme du second membre de 1’éq (2.39b) est une constante, sa solution particuliere

sera aussi une constante. Par exemple, en posant :

k,=A (2.39¢)

Et en substituant ce qui précede dans (2.39b), on a une solution particuliere de ’eq (2.39b) :

_ 4p,a* (2.39d)

A —_
mSnSD
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Ainsi, en utilisant les Equations (239.c), (239.d) et (2.34), la solution particuliére est de la

forme suivante :

dp,a* ~ 1  mnx (2.40)
(ad)) ms " a
m=1,3,...

wy(x,y) =

Cette expression peut également étre réécrite sous une forme alternative (voir I'Exemple 3.1

de [10]):

4p,a* ~ 1 mnx p, . s 3 (2.41)
= , —gsin— =24D(x —2ax® + a’x)
m=1,o,...

wy(x,y) =

L'expression (2.41) décrit les déformations d'une plaque simplement appuyée, soumise a une
charge wuniforme et ayant wune largeur unitaire, parallele a l'axe des x.
Grace a la symétrie des conditions aux limites et de la charge appliquée, on peut conclure que
la déformation de la plaque sera également symétrique par rapport a I'axe des y, ce qui signifie
que w(x,y) = w(x, —y). Cette condition est vérifiée par I'Equation (2.33) si l'on pose 4,, =

0 et D,, = 0. En combinant les Equations (2.33) et (2.41), on obtient [15]:

c . mmy mry 4p,a*\ mnx (2.422)
w= z B, sth + yC,, cosh 55D ) St
m=1,3,...
Ou, alternativement, en utilisant l'expression (2.41)
_Po . 4 3 3 Z . . mmy mmy\ . Mmnx
W—Z4D(x 2ax’ + a’x) + (Bmsmh—a + yC,, cosh " )sm
m=13,...
(2.42b)

Les Equations (2.42) vérifient parfaitement I'Equation (1.21) ainsi que les conditions aux
limites (2.25) aux points x = 0 et x = a. Les autres conditions aux limites s'écrivent comme

suit :
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)

’w 0 ( . b) (2.43)
ay> y==*2

En appliquant cette approche a w, on obtient deux équations permettant de déterminer B,, et

C.

b 4p,a*
B,, cosh a,, +§Cmsmham + 5D 0
(2.44a)
Bmam .
2 ( b + Cm) cosha,, + C,,a,, sinha,, =0
Avec ;
o = mmb (2.44b)
™ 2a
En les résolvant, on trouve :
4p,a* + mmp,a3b tanh a,,
By = — 5,75
m°>nw>D cosh a,,
(2.44¢)

2p,ad
m3m3D cosh a,,

Cm

Ainsi, la déformation de la surface de la plaque, donnée par 'Equation (2.42a), peut s'écrire

sous la forme suivante :

4p,at — 1 ( a,, tanha,, + 2 b 2a,,y
w= —(1- cos
S D m> 2 cosha,, b
m=1,3,...
1 mnx . 2a,y mrnx
+ sinh ) sin
2cosha,, a b a

(2.45)

La déformation maximale se produit au centre de la plaque, c'est-a-dire en (x = a/2,y =

0),dou:
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0 -1
_ 4poa4 (—1)(m )/2 1 a,, tanha,, + 2 (2.46a)
Wiax = 1-[5D ms 2 cosh .
m=1,3,...
Soit,
(m-1)
- mD ’ " m> 2 cosha,,
D’ou,
Winax = Z BV (2.47b)
mn

Cette série converge trés rapidement, et une précision suffisante est obtenue en ne prenant
que le premier terme, Elle donne le méme résultat que Navier (voir équation 2.22) en

considérant peu de termes [10].

En substituant l'expression (2.41) dans les équations (2.38a-b), nous obtenons les expressions

suivantes pour les moments de flexion [13]:

)

_ Pox(a—x)

mmy mmy | mmy 2V mmy\] ., mmy
" > + (1 - v)p,an? Z m? [Bm cosh 2 T Cn (T sth 1= 1’cosh —)] sth
m=1,3,...
x(a—x > mm mm mn 2 mm mm
m, = vPe (2 )_ 1 -v)p,a*n? Z m? [Bm cosh Y 4 Cpn (Ty sinhTy +1—cosh _y)] sinhTy

m=13,...

(b)

Les deux séries convergent rapidement ; rien que le premier terme offre une précision

acceptable [13].
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Tableau 2-2 valeur de q, OU Py SOUs différents chargements pour la méthode de Lévy

3]

Chargement Coefficients q,, ,,

e Charge uniformément repartie

q(x,y) = qo = c*®
_ 400

nm
(n=135,..)

an

e Charge hydrostatique

_., 7Y
q(x,y) =07,

go )
9o
. - _1 n+1
a In =~ GY)

y n=123,..)

e Charge concentrée en un point

(i.e,Q, située a (x,,,))

2Q . nmy,
Gn = Tod(x — x,) sin - 2
(n=123,..)
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Chapitre 2
X
Yo 3 e Charge linéaire
2
q(x,y) = qo6(y — ¥,)
_ 290 nmy,
- Qmn = —~Sin—
R \< (n=123,..)

2.2.3.2 Plaques sous conditions mixtes aux bords : Cas d’une plaque encastrée le

long de deux bords opposes et appuyée sur les deux autres.

+ Plaques rectangulaires soumises a des moments appliqués le long des bords

Prenons I’exemple d’une plaque rectangulaire simplement appuyée, soumise a des moments

uniformément répartis sur ses bords situés en y = +b/2. Ces moments sont représentés par

une série de Fourier en sinus (voir Figure 2-4) [10];

>  mnrx b (2.48)
)= Mp()sin (v=+3)
a 2
m=1
Ici, M,, représente I’ensemble des coefficients inconnus
(2.49)

mrnx
dx

2 a
M) == [ G y)sin
0
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Lgg gz
YA
r/ ¥y fx)=(M,)y-pp

Figure 2-4 Plaque soumise a des moments appliqués sur deux bords paralléles [10]

Les conditions aux limites sont :

*w
W(x:y) = 0|x=0,a :W =0
x=0a (2.50a-c)
o (rmsd) o orerw (v=2d)
v= Y= *2 Do = IW =1y

La résolution du probléme se poursuit en supposant que la déformation de la plaque prend la
forme de I’Equation 2.41 avec p, = 0, sauf que la sommation s’étend cette fois sur m =

1,2,3,..:

mmy . mmy\ = mnx
w = Z (Bmcosh p + yC,, sinh p )sm

m=13,... @ (2.51a)

(m = 1,2,3,..)

On vérifie que cette équation satisfait bien 1’Equation 1.21 ainsi que les conditions aux limites
données en (2.50a), comme expliqué dans la Section 2.2.3.1. Quant a I’équation (2.50b), elle

est respectée si 1’on impose que les termes entre parenthéses soient nuls [16].

En reprenant 1’approximation «,, = mmnb/2a, on obtient [10, 15]:

2.52
B,, = —ECmtanh A (2.52a)
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Ainsi, I’équation (2.51) s’écrit sous la forme suivante :

S (2.53a)
a

- ..mmy b mmy
w = Z Cn (ysth — Etanh a,, cosh p )sin

m=1

En injectant les expressions (2.53a) et (2.48) dans I’équation (2.50c), nous obtenons la relation

suivante :
- mm . mmy > . mmy (2.53b)
—-2D Z —C,, cosh a,, sinh—— = Z M, sinh——
m=1 a a m=1
Il en résulte que :
aM;, (2.52b)
Cn =—
2mnD cosh a,,
On en déduit que la déformation de la plaque w :
© . . MIX
_aM,, Sth M (bt h hmn’ . hmny) 2.54)
~ 2mD . m cosh a, m | g N &m €05 ysmi—,
m=

Les moments de flexion dans ce cas peuvent étre obtenus en remplacant I’Equation 2.54 dans

les équations 1.10.
- Si les moments sont uniformément répartis, alorson a f(x) = M, .

En appliquant cette condition a 1’Equation (2.49), on obtient,

4M, (2.55)

M,, = =1,23,..

n=—=  (m )
Ce qui permet d’écrire I’Equation 2.54 sous la forme suivante :
. . MIX
2aM, sinh—=/p mmy . mmy 2.59)
w= > Z > (— tanh a,,, cosh — ysinh —)
Dm L cosha,, \2 a a
m=

Le déplacement le long de I’axe de symétrie (y = 0) est :
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abM, > 1 tanha,, . 2 mnx (2.56)
= Z — ———sinh——

2
m* cosh a,, a

m=1

+ Plaque encastrée le long de deux bords opposés et appuyée sur les deux autres.

Supposons que les bords x = Oet x = a de la plaque rectangulaire, illustrée a la ,

soient simplement appuyés et que les deux autres bords soient encastrés.

La déformation de la plaque sous une charge latérale quelconque peut étre obtenue en
résolvant d'abord le probléme sous I'hypothése que tous les bords sont simplement

appuyés (plaque 1 ou ), puis en appliquant des moments de flexion le long des
bords y = £b/2 d’une ampleur telle qu’ils éliminent les rotations produites sur ces bords par
I’effet de la charge latérale voir plaque 2 : il s’agit de la méthode de la

superposition [10].

a
¢ 411111114717777 [ { [/
2y s T e I 5 v
20 ! _ I
b L = - 1 L > + ! 2 ]
: X : | x : lx
LT: : I AL L
G NN
(a) Y (b) l’ Y (c) vy (My}y =bf2

Figure 2-5 Superposition d’une plaque encastrée le long de deux bords opposes et appuyée

sur les deux autres [15]

Considérons maintenant le cas de la plaque 1 ou les bords de la plaque sont simplement
appuyés et soumis a une charge uniformément repartiec p,, le déplacement, a partir de
1’Equation 2.45, est donné par [2, 15]:

CApat I
" TTSD

1 < _ Qptanhap, +2 h 20y 1 mnx . Zamy) sip X

— cos s
m:l,’:.’,_,_ﬂl5 2 coshap, b 2cosha,, a b a

Le long dubord y = b/2, la plaque subit une rotation qui est donnée par 1’expression suivante :
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(e¢]

ow, _4p,a@’
ay @D

2.57
% [@m —tanhay, (1 + a, tanhay,)) sinhg 2.57)

m=1,3,...

Afin de supprimer cette rotation et de respecter les conditions aux limites de la plaque d’origine,

on applique les moments de flexion suivants sur les bords en y = +b/2 de la plaque 2 :

mirx (2.58)
a

M, = Z M,,(y) sin

m=1

Les coefficients M,, sont ajustés de facon a ce que la pente causée par ces moments compense
exactement celle décrite par ’Equation (2.57).
La déflexion de la plaque 2 peut étre déterminée a I’aide de 1’Equation 2.54. Pour les bords

situéseny = +b/2, on obtient alors :

a 2a — 1 . MEX (2.59)
alyz = Dr? Z mMm(tanh an (aptanha, — 1) — ay) sth

m=1

Pour que les pentes des deux plaques soient €gales en valeur absolue mais opposées en signe

sur les bords y = +b/2, la condition suivante doit étre respectée :

aw,  ow, _.b (2.60)
oy = oy (y‘iz)

En combinant les Equations (a) et (c) dans 1’expression précédente, puis en résolvant, nous

trouvons :

_ 4p,a’ a,, — tanh a,, (1 + a,, tanh a,,) (2.61)
" m3n3 a,, — tanha,, (a,, tanh a,, — 1)

M,

Apres avoir déterminé 1’expression de Mm, nous pouvons calculer la déflexion de la plaque 2

en substituant I’Equation 5.46 dans I’Equation 5.40. Nous obtenons alors :
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Y 2p a* i sinh% an, —tanha, (1+ a,tanhay,) (mny sinh ™Y
z D15 m=1,3,...m5 cosha,, @m —tanha,, (@, tanha,, —1)\ a a
— a, tanh a,;, cosh mnx>
(2.62a)

Il s'agit d'une série a convergence rapide, et la déformation peut étre obtenue avec un haut
degré de précision en ne prenant que quelques termes [2]. Dans le cas d'une plaque carrée

(a=b),

4 oo (m—1)/
2p,a z (-1) 2 a,, tanh a,, a,,, — tanh a,,, (1 + a,,, tanh a,,)

D5 = m> cosha,, a,—tanha,, (a,tanha,, —1)
m=1,,5,...

Wy =

(2.62b)

En additionnant w, et w; nous obtenons finalement la déformation maximale d’une plaque
rectangulaire uniformément chargée avec deux bords simplement appuyés et deux bords

encastrés la valeur :

Winax = W1+ W3 (2.63)

Note : un code sera développé sous MATLAB en fin d’apprécier les caractéristiques de la
méthode de Lévy par le biais d’une application pour les deux cas traités ici : cas d’une
plaque simplement appuyée sur ses 4 bords et le cas ou la plaque est simplement appuyée sur

deux bords opposés et encastrée sur les deux autres.

2.2.4 Comparaison entre la solution de Navier et celle de Lévy

A partir de I’étude des deux méthodes présentées, voici les principaux points d’observation
[25] :
1) Les solutions proposées par Navier se distinguent par leur simplicité, tandis que celles
de Lévy sont plus détaillées et longues.
2) Pour obtenir des résultats satisfaisants avec la méthode de Navier, il est nécessaire

d’employer un plus grand nombre de termes dans la série. En revanche, la méthode de
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Lévy parvient a fournir des résultats précis avec seulement quelques termes. Bref, la
méthode de Lévy converge plus rapidement que la méthode de Navier.

3) La solution de Navier est limitée aux plaques dont les quatre bords sont simplement
appuyés. La méthode de Lévy, quant a elle, est applicable méme si seuls deux bords
opposés sont simplement appuyés, les deux autres pouvant obéir a n’importe quelles
conditions.

4) La méthode de Lévy s’adapte a 1’analyse de plaques avec divers types de conditions
aux limites, alors que la solution de Navier ne peut étre utilisée que pour des plaques

aux quatre bords simplement appuyés

2.3 Méthodes numériques

2.3.1 Introduction

Les méthodes numériques représentent une alternative puissante aux approches analytiques,
notamment pour les problémes impliquant des géométries complexes ou des conditions aux
limites non standards [26]. Ces méthodes reposent sur la discrétisation des équations
différentielles, transformant un probléme continu en un systeme discret résolu par des
algorithmes informatiques [27]. Dans ce mémoire, deux méthodes numériques principales sont

explorées : la méthode des différences finies et la méthode des éléments finis.

2.3.2 Méthode de différences finies (MDF)

2.3.2.1 Introduction

Dans cette méthode, les équations différentielles sont remplacées par des équations aux
différences finies [28]. La plaque est discrétisée en un maillage ( ), et les fleches
(déplacements verticaux) aux points d’intersection des lignes de ce maillage sont considérées
comme des inconnues. L’équation de la plaque, ainsi que les moments, efforts tranchants, etc.,

sont exprimés en fonction des différences entre les fleches des points voisins [25].
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En appliquant 1’équation de la plaque, une équation est formulée a chaque nceud du maillage.
Si un point du schéma tombe en dehors du domaine de la plaque, sa fléche est remplacée par
celle d’un point intérieur a 1’aide des conditions aux limites. Le systéme d’équations ainsi
obtenu est ensuite résolu pour déterminer les déplacements verticaux a chaque point du

maillage [25].

Dans cette section, une comparaison entre la méthode des différences finies et les méthodes
classiques (analytiques) est d’abord présentée. Ensuite, les expressions en différences finies
pour I’équation de la plaque et les expressions de déplacement max sont établies. Deux
problémes abordés remédiés par les méthodes analytiques a la section Erreur ! Source du

renvoi introuvable. sont résolus.

2.3.2.2 Comparaison entre la Méthode Classique et la Méthode des Différences
Finies (MDF)

Cette comparaison révele les points clés suivants [25]:

La méthode classique vise des solutions exactes a partir d'équations exactes, tandis que
la MDF résout approximativement les mémes €quations exactes.

- La méthode classique est limitée a quelques cas standards, alors que la MDF peut
aborder une gamme plus large de problémes.

- Face aux complexités (forme, conditions aux limites, chargement), la méthode
classique procede par approximations importantes, contrairement a la MDF qui traite
le probleme tel quel sans hypothéses simplificatrices de forme ou de chargement
régulier.

- La méthode classique rencontre des difficultés avec les matériaux anisotropes, un
aspect que la MDF gere plus facilement

Cette comparaison est aussi valable pour la méthode des éléments finis présenté a la section 0

de ce chapitre.
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2.3.2.3 Expression des différences finies

Les expressions des différences finies peuvent étre obtenues a partir de la définition de la

dérivée premiére d'une fonction continue y = f(x) par rapport a x (voir )[10, 17].
(dy) _ iy YL " I (2.64a)
—_— = lim ———-
dx/, Ax-0 Ax
yy Tl
¥4 . Frel o
Xr-1 \ & 2 5

Y =ﬂrl 11 i o 1 9 _L

B ———————

=
|

s s e s e

Xy Tnel

1
I

(a) (b) x

Figure 2-6 a) Approximation de f(x) par la méthode des différences finies ;

b) Frontiére rectangulaire divisée en un maillage carré [25, 10].

Avec n un point quelconque sur la courbe. Lorsque 1'on considére un petit intervalle Ax = h,

I'expression ci-dessus donne une approximation de la dérivée a ce point :

(ﬂ) - Ayn — Yn+1 — Yn (2-64b)
dx), h h

Ici, Ay, correspond a la premiere différence avant de y au point x,, ;

dy (2.65)

AYn =Ynt1—Yn = h(ﬂ)ﬂ

La premiéere différence arriere de y au point n, notée Ay,,, est :
dy (2.66)

AYn =Yn—Yn1 = h(a)ﬂ

ULPGL/Goma/FST/Génie civil KITUMAINI CIGOGO Prince



Chapitre 2 Meéthodologie

On distingue aussi Les différences centrales qui utilisent des points situés de part et d’autre de
Xn, ce qui permet généralement d’obtenir des approximations plus précises que les différences

avant et arriere [29]. Ainsi, la premicre différence centrale §y,, est donnée par [15]:

1 dy
Syn = E(yn+1 - yn—l) ~ h(a)n

La procédure employée précédemment peut également étre utilisée pour obtenir les dérivées
d'ordre supérieur. A partir de ce moment, nous allons nous concentrer exclusivement sur les

différences centrales.

La seconde dérivée peut étre formulée en utilisant la différence de la premiére dérivée.

d?y (2.67)
h? <ﬁ> ~ A(Vy,) = V(Ay,) = 6%y,
n

La seconde différence centrale en x,,, aprés avoir inséré les Equations 2.65 et 2.66 dans

l'expression 2.67, est donnée par :

82yn = Ay, —Ayn-1 = (yn+1 - yn) - (yn _yn—l)

d2y> (2.68)

= (yn+1 — 2y, + yn—l) ~ h? <W

Les différences centrales d'ordre trois et quatre sont données a leurs tours par ;

83yn = 8(823’11) = 8yn+1 - Zayn + 8yn—1

1 1
= 2 n+z2 = Yn) — Uns1 — Yn-1) + 2 (Vn — Yn-2)

(2.69)
3

1 5 (A°Y
= E(yn+2 —2Yn41+ 2Yn1 _yn—Z) ~ h @ i

Et;
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8y, = 6%(8%y,) = 8%Yni1 — 28%y, + 6%y

= (yn+2 - 2:)’n+1 + yn) - 2(:Yn+1 - Zyn +yn—1) + (yn - Zyn—l + yn—Z)

d*y
=Yn+2 —4Yn+1+6Yn —4Yn-1 — Yn2 zh4<dx4_>
n

(2.70)

Le terme "différences finies" sera désormais utilisé pour désigner les différences centrales.

Abordons maintenant le cas de la fonction w(x,y) qui dépend de deux variables. Prenons

I'exemple d'une plaque rectangulaire. En posant Ax = Ay = h, cette plaque sera divisée en

un maillage carré ). Les Equations 2.67 et 2.68 ménent respectivement a [15, 30]:
w 1 ow 1
a x — 6xW ; @ x — 5yW
(2.71a-b)
*w *w

162 _ 182 _azw 16 <6W) 16 <6W)
ax® ~Rh%™ 7 3y TR U axay T n%*\ay) T n%\ox

Les indices x et y indiquent les directions dans lesquelles les différences sont prises.

Les expressions ci-dessus, qui se basent sur la définition des dérivées partielles, s'écrivent au

point 0 de la maniére suivante :

iw 1

1
Ix 2h[W(x+hy) w(x —hy)] = (W1 w3)

(2.722)
aw 1

1
3y = 2R WY+ 1) =Wy — )] = 53wy = wy)
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0*w 1
W 1z wx+ h,y)—2wx,y) +w(lx—h,y)] = nZ (wqg — 2wy +wj3)
0*w 1
o w(x,y + h) —2w(x,y) + w(x,y — h)] = /e (W2 — 2wg + wy)
w1 1 1
axdy = ﬁax(ayw) =52 (6,w2 — 8,wy) = 2 (Ws —we + w7 — wg)

(2.72b)

Ainsi, I’opérateur de Laplace au point 0 peut étre approximé par la méthode des différences

finies de la maniére suivante :

) w w1 (2.73)
Véw = Fp +a—yz=ﬁ(w1+w2+w3+w4—4-wo)
De la méme maniére ;
P®w 1 1
ﬁ ﬁs W_zhg(W9_2W1+2W3_W11)
o'w 1 4, 1
W F(S h3 (Wg 4'W1 + 6W0 4'W3 + wll)
3w 1 s 1 (2.74a-d)
ay ﬁ(g w = 2h3 (W10 - 2W2 + 2W4_ - le)
iw 1 - 1
W F(g F (W10 - 4W2 + 6W0 - 4W4 + le)

Les dérivées mixtes s’expriment également par :
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3w 1 ) 1
9x9y? ~ ﬁax(‘syw) 3 (0Wz — 28,wg + 6, Wy)
1
=ﬁ(W5—W6—2W1+ZW3 +wg —wy)
3w 1 ) 1

*w 1., 1
ax2ay i 5H(85w) = 17 [ws + we +wy +wg + 4w — 2(wy + Wy + w3 + wy)]

(2.75a-c)

Grace aux approximations des dérivées par différences finies, on peut facilement obtenir
I’équivalent discret des équations de la plaque. Pour référence, certains opérateurs utiles en

différences finies sont présentés sous forme de motifs de coefficients (Voir Figure 2-7).

2.3.2.4 Représentation par différences finies de I'équation de la plaque

Nous sommes maintenant en mesure de reformuler 1’équation différentielle décrivant la
déformation de la plaque en une équation algébrique. Prenons un point intérieur, comme le
point 0 illustré dans la . En nous référant a 1I’opérateur V* présenté a la ,

nous obtenons 1’équation aux différences correspondant a 1’Equation 1.21 [10] ;

[Wg + W10 + W11 + W12 + 2(W5 + We + wx + Wg)

1
- 8(W1 +w, +ws+ W4) + ZOWO] F = % (2.76)

Cette équation est résolue pour déterminer les déformations.
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2 1 (£)-
(200000

10. kAt =

Figure 2-7 Schémas de Coefficients pour Certains Opérateurs de Différences Finies [13]

En parallele, les conditions aux limites sont converties en équations aux différences finies aussi
(voir Figure 2-8). Une autre méthode pour résoudre le probleme de la flexion de la plaque est
expliquée en Section 1.9.1, ou les Equations 1.21 peuvent étre remplacées par deux équations
du second ordre (Equations 1.26 et 1.27). L’application de I’opérateur V2 de la Figure 2-7 a ces

équations au point 0 mene a [15]:

1 Q2.77)
(My +M; + M +M4_M0)F: —Po

p 2.78)
ﬁ(W1+W2+W3+W4__4'WO) :Fo

Des équations similaires peuvent étre formulées pour les autres nceuds de la plaque. Pour

résoudre le probléme, il faut déterminer les valeurs de M et w qui respectent a la fois le systeme
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d’équations et les conditions aux limites. Si la plaque est simplement appuyée, M et w sont
nuls aux bords, ce qui permet de résoudre les équations en deux étapes distinctes. En revanche,
pour des plaques avec des bords encastrés, libres ou des conditions mixtes, les deux systemes
doivent étre résolus en méme temps. Dans ces derniers cas, les valeurs de M peuvent différer

selon les bords, et le déplacement w peut étre calculée plus directement avec I’Equation 2.76,

plutdt que par les Equations 2.77 et 2.78 [15].

Win—1.0 =~ Wi+ Ln

~
S
S
mon /N ~ VL
| .’_\_1'_4 Ax
- - —o-l
]

(b) Simple support

(a) Fixed

Toos %

i ;-"‘ 5; Ax Ax
L . IR

=={i___| | \
Ax | Ax | Ax  Ax 2 Ay 74 -
| ' y il
Wi 1,n=2Wyy y— Wip_1 n W, n—1 Wt n+1= Wi n—1
Wins2n™Win_ap — Mg g+ Wy
(c) Free edge (d) “Guided™ support

Figure 2-8 Représentation des conditions aux limites pour la MDF ordinaire [13]

Une fois les valeurs de M et w calculées pour tous les nceuds, on peut en déduire les

expressions des moments et des forces de cisaillement a I’aide des Equations 1.10 et 1.19, au

point 0 [10]:

D
_ Mx - oz [ZWO -wy— w3+ V(ZWO — Wy — W4)]
D
- M, = ﬁ[z“’" —wy —wy +v(2wy — wy — w3)]
D(1-v)
- My, 4-h2v (w5 —wg +wy + wg)
D
Q=2 (M, — M5) (2.79a-¢)
D
- Qy =5, (My—M,)
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2.3.2.5 Analyse de la déformation d’une plaque rectangulaire simplement
appuyée sur ses 4 bords sous une charge uniformément repartie avec la
méthode de différences finies
Ici, nous allons utiliser les techniques de différences finies pour analyser la flexion d'une plaque
carrée (de taille a X a) avec des bords simplement appuyés, soumise a une charge

uniformément répartie de p,,.

|«
| I -
| a | T‘ul 2|3 1
RN i T v s e '
R T ] i ] .
T i ~ |8
1 b 1
VE IS | 4 Ll 1o
T
] | h=12 i 4
! o — ] h=2
i | T
(a) (b) * L

Figure 2-9 plaque simplement appuyée avec une charge uniforme discrétisée en :

(a)maillage 4X4 ; (b)maillage 8X8 [10]

Pour mieux comprendre le calcul des moments et des déformations, on prend un exemple
simple : une plaque carrée soumise a une charge uniforme. Pour simplifier I’analyse, on divise
la plaque en 16 petits carrés et on choisit Ax = Ay = a/4 (voir ) [10, 15, 2].

Grace a la symétrie, il suffit d’effectuer les calculs sur un huitiéme de la plaque (représenté
par le triangle ombré sur la ). Ainsi, on ne considére que les points 0, 1 et 2,
ou M et w ne sont pas nuls. Pour les autres points (3, 4, 5), ces valeurs sont nulles en raison des

conditions aux limites.

En prenant le point central (point 0), on trouve les secondes différences des moments en

utilisant les relations de symétrie :

a’M, (2.802)
axz == AxxMO == 2M1 - ZMO
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*M,
a_yz = AyyMO == 2M1 - ZMO

Ou M, et M, sont les valeurs du moment en 0 et 1 respectivement.

De la méme maniere, pour le point 1 :

A My =My —2M, (2.80b)

AyyMl - ZMZ - 2M1

On peut ensuite appliquer le méme raisonnement au point 2 :

AxxMz = M1 - 2M2 (2.80(:)

AyyMl - Ml - ZMZ

En insérant les équations 2.80a-c dans I’équation 1.26, on obtient au nceud 1,2,3 les équations

algébriques suivantes :

2M2 — 4'M1 = _pth
2M, + My — 4M, = —p  h? (2.81a)

AM, — 4M3 = —p,h*

En résolvant ce systéme, on a les solutions suivantes pour My, M, et M;

11 7 9 (2.81b)
M1=Rp0h2 ) M2:§poh2 ; M; :§p0h2

En substituant les valeurs de moments précédentes dans 1’équation 1.27, on obtient un systéme

de 3 Equations pour le calcul des déformations wy, w, et wy :

11p,h*
2w, — 4w, = ——
W2 W1 = T16" D
7 p, h*
024
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4W2 — 4'W3 = —

9p,h*
8 D

Un systéme qu’une fois résolu avec une méthode numérique de notre choix [30], et en prenant

h=a/4, nous donne,

wy = 0,00214

poh*

w, = 0,00293

poh*

w3 = 0,00403

(2.82b)

On peut remarquer que la déformation maximale (au centre de la plaque) est bel et bien wy :

Wonax = W3 = 0,00403

poh*

(2.82¢)

En utilisant un maillage plus fin, nous pouvons espérer améliorer les résultats. Divisons le

domaine en 64 petits carrés, chacun avec h = a/8. En tenant compte de la symétrie, nous

numérotons les points nodaux comme indiqué dans la

. Les valeurs de M et w sont

nulles sur les bords. En écrivant les équations aux différences finies aux points 1 a 10, nous

obtenons 20 équations simultanées pour les 20 inconnues M et w aux points nodaux internes.

En les résolvant, nous obtenons

M, = 0,01778p, h*

Mg = 0,05377p,h?

M, = 0,02774p h? M, = 0,05664p h? (2.83)
M; = 0,03291p,h? Mg = 0,06523p,h?
M, = 0,03452p,h? My = 0,06888p,h?
Ms = 0,04466p,h* M, = 0,07278p,h>
Ensuite ;
h* h*
w; = 0,000663 Po Wg = 0,002733""
h* h*
w, =0, 0011862 w, = 0,002937""
ot ot (2.84a)
o o

w3 = 0,001515

wg = 0,003507

ULPGL/Goma/FST/Génie civil

KITUMAINI CIGOGO Prince



Chapitre 2 Meéthodologie

h* h*
w, =0, 00162772 woe = 0,003770 Po
D D
h* h*
ws = 0, 00213472 Wio = 0,004055’”"
D D
La fléche au centre est wy :
poh* (2.84b)

Wonar = 0,004055

D

2.3.2.6 Analyse de la déformation d’une plaque encastrée le long de deux bords
opposés et appuyée sur les deux autres sous une charge uniformément
repartie

Soit a trouver la fléche maximale et le moment max de la plaque carrée avec deux bords
opposés encastrés et deux bords simplement appuyés chargée uniformément illustrée a la
en utilisant la méthode des différences finies ordinaires [17].
Tout d'abord, nous choisissons un maillage aux différences finies relativement grossier avec
A = h = a/4 : En numérotant les points du maillage, on prend en compte la double symétrie
apparente de la plaque ( ). D'apres les conditions aux limites encastrées, il en
résulte que les points fictifs situés en dehors du domaine de la plaque sont identiques aux points
correspondants a l'intérieur de la plaque proprement dite. De méme, les conditions aux limites
simplement appuyées imposent que les points fictifs pertinents du maillage situé¢ en dehors de

la plaque doivent avoir un signe négatif,

Conformément a I'équation 2. 76 ; En appliquant le schéma de l'opérateur biharmonique V*
( ) a chaque point intérieur du maillage, nous obtenons les équations simultanées

suivantes données Sous forme matricielle A x w® = pMW [17]:
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1)

20 —16 —16 8 wgl) Po\
-8 22 4 -16| W2 |_[Po|_ @ (2.852)

-8 4 20 —16 ||| | Po |256D
2 -8 -8 22 p
wl

La solution de ces équations fournit une premicre approximation des ordonnées de la fleéche

aux points du maillage

4
a
{w®} = (0,002466 0,001619 0,001822 0,001205) Dp 2
(2.85b)
—_w® _ a'p,
Wiax = W;~ = 0,002466
Ensuite, nous utilisons des maillages plus fins, A=a/8, comme montré a la B. Le

systéme devient : A®) x w2 = p(2)

P (x, ¥) = pgy = const,

Simply supported

v=03

Fixed \_g

[

Figure 2-10 Plaque carrée avec deux bords opposés encastrés et deux bords simplement

appuyeés [13].
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qQ
-4 - ot Tt P By & S S
(&) . (B)
1 4 3 " =g 16 16 |15 14 |13
P
2 2 1 2 2| 12 11 w |9 a=2
2 2 e 2 2 .
i |
4 4 8| % 7 6 5
¥ 1
o
e 4 ] 2 1 -

Figure 2-11 Subdivision de la plaque en maillage 4X4(A) ; maillage 8X8(B) [14]

En écrivant les équations aux différences finies aux points intérieurs tout en tenant compte de
la symétrie, nous obtenons 16 équations simultanées pour 16 inconnues w; aux points

nodaux internes. En les résolvant, nous obtenons [14]:

w? = (0.2088 0.1868 0.1272 0.0507 0.1952 0.1748 0.1193
0.0478 0.1543 0.1385 0.0951 0.0387 0.0871 0.0784
4 l{]—l
0.0543 (J.DZZE}L%, (5.1.51)

D’ou;

at 2.85¢
Winax = W) = 0,002088 Po (2.85¢)

Ainsi, pour les situations décrites, on remarque qu’un petit nombre de subdivisions de la
plaque donne des résultats d'une précision acceptable pour des applications pratiques. Sur la
base des résultats obtenus pour h = a/4 et h = a/8, une approximation encore meilleure
peut étre obtenue en appliquant des méthodes d'extrapolation (par exemple celle de
Richardson), en utilisant des méthodes de différences finies d’ordre élevé, ou en réduisant

davantage la taille du maillage h [26, 17].

En suivant la démarche présentée dans les sections & , ous pouvons

calculer le déplacement maximal d’une plaque simplement appuyée sur ses 4 bords et celui
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d’une plaque simplement appuyée sur deux bords opposées et deux autres encastrés en

considérant différents maillages en utilisant la méthode de différences finies

La résolution des systéemes algébriques formulé pour chaque maillage s’effectue ici via [32]

2.3.3 Méthode des €éléments finies (MEF)

2.3.3.1 Introduction

La méthode des éléments finis, introduite dans les années 1960 avec l'avénement des
ordinateurs numériques, permet de résoudre des problémes complexes en ingénierie sans
recourir directement aux €quations différentielles [17, 33]. Elle repose sur la discrétisation
d'une structure continue en un ensemble fini d'éléments interconnectés par des nceuds, assurant
'équilibre et la compatibilité aux points de jonction (voir Figure 2-12). Sa précision et son
efficacité ont favorisé son application dans de nombreux domaines, notamment dans 'analyse
des plaques et des coques [15].

Pour cette méthode, le domaine de la plaque est subdivisé en ¢léments discrets interconnectés
par des nceuds. Chaque €lément est caractérisé par des fonctions d'interpolation qui décrivent
le comportement local du déplacement. L'équation de la plaque ainsi que les efforts internes
(moments, efforts tranchants, etc.) sont alors formulées de maniére locale pour chaque élément.
En assemblant les équations associées a tous les ¢léments et en appliquant les conditions aux
limites, on obtient un systeme global d'équations qui permet de déterminer les déplacements
nodaux : c’est I'approche des déplacements finis pour I'é¢tude du comportement des plaques [10,

34].

Dans cette partie, il est question de détailler le processus de formulation des équations
¢lémentaires et l'assemblage du systéme global pour un élément plaque le calcul se feront via

le logiciel Abaqus dont une bréve présentation est donnée aussi a la section

2.3.3.2 Propriétés d’un Elément Finis 2D

Considérons une plaque mince, comme celle illustrée a la Figure 2-12. Pour I’analyser, on la

divise en plusieurs petits triangles connectés entre eux, représentés par des lignes en pointillés.
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Chaque triangle, appelé élément fini, posséde ses propres caractéristiques notées avec 1’indice
q gle, app Y prop

e [10].

+ Matrice de Déplacement

Les déplacements {6}, des points situés aux extrémités de chaque triangle (appelés nceuds) sont
reliés aux déplacements a I’intérieur de 1’élément par une fonction mathématique, appelée
fonction de déplacement {w},. Cette fonction permet de décrire comment la forme de 1’élément

évolue sous I’effet des forces appliquées et est donnée sous la forme générale [35, 17] ;

{w}e = [P] {8}, (2.86)

Les accolades désignent une matrice colonne, tandis que la matrice [P], fonction de la
position, sera déterminée pour un ¢lément spécifique (triangulaire ou rectangulaire). Connue
sous le nom de fonction de forme, elle doit représenter au mieux le champ de déplacement

réel.

Elément fini triangulaire

Plague (Domaine)

Neozud (point
nodal)

Figure 2-12 plaque divisée en éléments finis [13, 10]

+ Matrices de déformation, contrainte et élasticité

En nous référant aux Equations 1.5, nous définissons, pour assurer une certaine uniformité dans
l'analyse par éléments finis de divers types de problémes, une matrice généralisée de
déformation-déplacement. Cette matrice permet de relier les déplacements des nceuds aux
déformations subies par I’¢lément, facilitant ainsi le calcul des contraintes internes et des efforts

mécaniques appliqués [10].
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Ex 2w 92w 2w (2.87a)
{s}e ={& ¢ =1— - -2
dax? ay? dxdy

Ou bien ;

{e}e = [B] {6}, (2.87b)

Dans laquelle [B] reste également a déterminer.

La relation entre les contraintes et la déformation généralisée, issue des Equations 1.8, est la

suivante :

o, 1 v 0 (2.88a)
Ez |y 1 0
{o}e =19y = 1-2 1-v) {€)e
Txyl, 0 0 2
En résumé,
{0} = z[D"]{e}. (2.88b)
Les moments sont liés aux contraintes par les équations 1.10.
M, t/2 (2.89a)
e =Myt = [ (o)ndz
M, -t/2

e

En remplacant les équations 2.88b dans ce qui précede, on obtient les relations suivantes entre

les moments et la déformation généralisée.

t/2 .
M), = ( f [D*]dez> (e, @20

-t/2

Ou,

{M}, = [D]{e}, (2.90b)

La matrice d'élasticité pour une plaque isotrope est donc la suivante :
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£3 Ee3 1 v 0
D)= =7—" * . °
12 1-v21, o (1—v)/2 (2.91)

2.3.3.3 Formulation générale de la méthode des éléments finis

Une approche courante pour dériver les expressions principales et les caractéristiques de la
méthode des éléments finis repose sur le principe de 1'énergie potentielle. La variation de
I'énergie potentielle AIl de l'ensemble de la plaque illustrée a la , a partir de

'Equation 3.52 de [10, 36, 37], est :

n n
Al = Z f f (M Ag, + MyAs,, + 2M,, Ay, )dxdy — Z f (pAw)dxdy = 0
1 2 T

(2.92a)

Oun, A, et p représentent respectivement le nombre d’¢léments de méme épaisseur composant
la plaque, la surface d’un élément et la charge latérale par unité de surface. L’Equation 2.92a

peut étre réécrite comme suit :

Zn: J J (A&}l {M}, — pAw)dxdy = 0 (2.92b)
A

1

Dans cette équation, I'exposant T désigne la transposée d'une matrice. En introduisant les

Equations 2.86, 2.87 et 2.90 dans I'Equation 2.92b, on obtient :

n (2.93)
D (AL KIS) — (@) = 0
1

La matrice de rigidité de 1’élément, notée [k],, est calculée comme suit :

[k]l. = || [B]'[D][Bldxdy = 0 (2.99)
i

La matrice des forces nodales de 1’élément, notée {Q}, due a la déformation initiale et a la

charge transversale, est calculée comme suit :
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(@), = [[ 1B D eo)axay + [ pI"paxay (2.95)
A A

Puisque les variations dans {6}, sont indépendantes et arbitraires, 1'équation 2.93 méne a

I’expression suivante :

[k]{8}e = {Q]. (2.96)

Pour 1'équilibre des forces nodales de 1'élément. Nous assemblons maintenant 1'équation 2.93

pour obtenir :

{48} ([k}{s} —{@hH =0 (2.97)

Cela doit étre vrai pour toutes les variations {46} .Cela nous donne donc les équations qui

régissent le comportement de la plaque dans son ensemble :

[k]{6} = {Q} (2.98)

Avec ;

[m=ime ; {m=iwh
1 1

Voici un résumé simplifié de la procédure générale pour résoudre un probléme de flexion d'une

plaque (ou d'une poutre ou d'une coque) avec la méthode des éléments finis [15]:

1) Calculez la matrice de rigidité de I'élément [k]e a partir de 'Equation 2.94 en fonction
des propriétés de 1'élément donné. Ensuite, obtenez la matrice de rigidité globale [K] en
sommant toutes les matrices [k], : [K] = Y[k]..

2) Calculez la matrice des forces nodales {Q},a partir de I'Equation 2.95 en fonction des
charges appliquées. Puis, obtenez la matrice des forces nodales globales {Q} en
sommant toutes les matrices {Q}.: {Q} = Y{0Q}..

3) Déterminez les déplacements nodaux {8} en résolvant 'Equation 2.97 en satisfaisant

les conditions aux limites : {8} = [K]~{Q}
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Ensuite, calculez le moment de chaque élément {M}, a partir de {M}, = [D]{e},, et les

contraintes de 1'élément & partir des Equations 2.88.

Cette procédure permet de résoudre le probléme de déformation de la plaque sous charges
appliquées, en tenant compte de la rigidité, des forces, des déplacements, des moments et des

contraintes dans chaque ¢lément.

2.3.3.4 Elément fini rectangulaire a 4 neeuds

Considérons un élément rectangulaire ijkm situé dans le plan xy (voir Figure 2-13a), avec
une numérotation des noeuds dans le sens antihoraire. Chaque nceud présente trois degrés de
libert€ : un déplacement selon z (w) et deux rotations autour des axes x (6y) ety (6,), qui

sont directement liées aux pentes de la plaque de la maniére suivante [10]:

w ow (2.99)
=— 6., =—
oy Yo ox

0«

Figure 2-13 (a)Elément fini rectangulaire [15]

+ Fonction de déplacement

La matrice des déplacements nodaux de I'élément est représentée par :

S;

O;:
(8)e = {5 = (Wi 0x1, 050, ;, 0j, 0y, Win, O Oy, Wi, On, Oym} (5 100
m

On

L’expression polynomiale suivante est choisie pour le déplacement de 1’élément ijmn [5,

17] :
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W, = @ + QX + a3y + a,x* + asxy + agy?® + a;x3 + agx?y + agxy?* + a0y?
+ a1 X3y + apxy3

(2.101)

La fonction de déplacement choisie simplifie I’analyse tout en assurant la continuité des
déplacements, mais pas celle des pentes aux interfaces. Bien qu'elle ne préserve pas la
continuité des pentes (¢l€ément non compatible), elle reste suffisamment précise pour la plupart
des applications en ingénierie [35]. Une approche plus avancée, avec un polyndme de 18¢ ordre
pour un triangle a six nceuds, améliorerait la précision mais compliquerait considérablement

I’analyse [17].

Les déplacements aux nceuds, aprés avoir inséré les Equations 2.101 et 2.99 dans I'Equation

2.100, sont obtenus et peuvent tre exprimés de maniére simplifiée :

{6}c = [Cl{a} (2.103a)

La matrice [C] est de taille 12 x 12 et dépend des coordonnées des nceuds, comme montré
dans [10]. En inversant cette matrice, on peut trouver les valeurs des coefficients inconnus

Ofl, sz Oflz

{a} = {8}.[C]* (2.103b)

La fonction de déplacement peut désormais €tre exprimée sous la forme de I'équation 2.86 :

{wle = [Pl{8}~{8}.[L][C]™* (2.104)

Avec ;

[L] = [1,x,5,x% xy, ¥%, x3, x2y, xy?, y3, x3y, xy3] (2.105)

En introduisant I'Equation 2.101 dans les Equations 2.87, nous obtenons :

-2 0 0-6x -2y 0 O —6xy 0
0 0 -2 0 0 —2x —6)’ 0 _6xy {al,(lz ...alz}
0 -2 0 0 —4x -4y 0 —6x* —6)?

{ele =

(== =]
(== =]
(== =]

(2.1062)

Ou de maniére concise ;
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{e}e = [H]{a} (2.106b)

Nous pouvons déterminer la matrice généralisée "déformation"-déplacement en insérant

'Equation 2.103 dans les Equations 2.106, et par la on a :

{e}e = [Bl{8}e = [C]'[H]{83. (2.107)

On obtient donc ;

[B] = [C]7'[H] (2.108)

+ La matrice de rigidité

En substituant [B] de 'Equation 2.108 dans I'Equation 2.94, on obtient [15]:

1-v (2.109)
[k}

B Et?
~ 108ab(1 — v2)

[kl [RY {[lea] + [kz] + vTies] +

Les expressions explicites des coefficients de rigidité en flexion [k;] a [k,] et de la matrice [R]
sont données dans [17]. Ces coefficients fournissent généralement une convergence rapide et

une précision satisfaisante [15].

#+ Forces nodales externes

La matrice des forces nodales de 1'élément est [10]:

Q;
Q;
Qn (2.110)
Q.

{Q}e =

Une fois que la matrice de rigidité et la matrice des forces nodales pour un élément fini
donnée (rectangulaire dans cas avec 3 degrés de liberté sur chaque nceud), il est maintenant
possible d’utiliser la relation (2.98) pour calculer le déplacement nodal pour un maillage

donné.

Les calculs pour cette Méthode des Eléments Finis sont appliqués dans le cadre de ce travail

en utilisant le logiciel Abaqus.
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2.3.4 Présentation du logiciel ABAQUS

L'application de la Méthode des Eléments Finis (MEF) a des problémes d'ingénierie comme la
flexion de plaques implique la gestion de calculs complexes, notamment la formulation précise
des ¢léments finis et la résolution efficace de systémes d'équations de trés grande taille. Mettre
en ceuvre manuellement ou développer soi-méme un code capable de réaliser ces opérations de
manicre fiable et polyvalente représente un travail considérable qui dépasse souvent le cadre
d'un projet académique. Face a cette complexité, l'utilisation d'un logiciel spécialisé et validé
tel qu'Abaqus constitue une solution pertinente. Ce logiciel fournit une plateforme robuste
intégrant des bibliothéques d'éléments finis testés et des solveurs performants, permettant de
se concentrer sur la modélisation du probléme physique, l'application de la méthode et I'analyse

des résultats sans avoir a développer les algorithmes fondamentaux de la MEF

2.3.4.1 Les logiciels sur les marchés

Sur le marché, on trouve de nombreux logiciels de CAO et de calcul (Nastran, Catia,

ABAQUS, SolidWorks) couvrant trois étapes clés [38]:

- Mod¢élisation de la structure (géométrie, matériaux, charges)
- Simulation du comportement (déformations, ruptures, plastification...)

- Post-traitement des résultats pour obtenir des données exploitables

En entreprise, on combine souvent plusieurs de ces outils selon leurs points forts (ex. dessin

sous Catia, post-traitement sous Nastran).

Dans le cadre de ce travail, c’est ABAQUS qui sera mobilisé pour I’analyse par ¢léments

finis de la plaque étudiée.

2.3.4.2 Caractéristiques du logiciel Abaqus

ABAQUS, initialement développé par Hibbit, Karlsson & Sorensen (HKS) depuis les débuts
de la théorie des éléments finis, a évolué pendant plus de 30 ans pour intégrer les avancées
théoriques et les besoins industriels, avant d’étre racheté par Dassault Systeémes (SIMULIA)

en octobre 2005 [39, 38].
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Ce progiciel de simulation par éléments finis de problémes trés variés en mécanique se
compose de trois volets principaux [40]:
e ABAQUS/Standard, solveur implicite généraliste,
o ABAQUS/Explicit, solveur explicite adapté aux problémes dynamiques ou
quasi-statiques non lin€aires,
e ABAQUS/CAE, interface graphique intégrée pour la modélisation, le lancement des

calculs et la visualisation des résultats.

Chacun de ces produits peut étre enrichi de modules optionnels ciblant des applications
spécifiques. Le code cceur est écrit en C++ et Fortran, tandis que Python assure la gestion des

scripts et paramétrages, et FOX Toolkit prend en charge 1’interface utilisateur.

Réputé pour ses performances sur les problématiques non linéaires (notamment la
modélisation d’¢élastomeres), ABAQUS est largement employé dans I’automobile,

I’aéronautique et le milieu universitaire.

Le workflow classique comprend [41]:
- Prétraitement : création du fichier de données (géométrie, maillage, matériaux,
chargements, etc.) — soit manuellement, soit via ABAQUS/CAE ou un autre logiciel.
- Calcul : exécution du “moteur de calcul” a partir du pour générer la base de
résultats
- Post-traitement : exploitation et visualisation des résultats, directement dans

ABAQUS/CAE ou via des outils tiers.

2.3.4.3 Organisation de ’interface Abaqus CAE (complete Abaqus

environnement)

I1 est important de savoir que le module CAE ( ) que vous allez utiliser pour créer
votre jeu de données est relativement récent (quelques années) et qu’il est plutot destiné a la
mise en données de problémes relativement classiques. Donc pas toutes les commandes

utilisables dans Abaqus et fait souvent le choix de parametres par défaut [38].
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Figure 2-14 Organisation d’Abaqus [38]

2.3.4.4 Les Modules d'ABAQUS CAE

ABAQUS CAE est structuré en plusieurs unités fonctionnelles appelées modules, chacune
dédiée a une étape spécifique du processus de modélisation. Voici un apergu des principaux

modules [41, 38]:

+ Module PART

Ce module permet de créer les objets géométriques nécessaires a 1’étude, soit en les dessinant

directement dans ABAQUS CAE, soit en les important depuis un logiciel de CAO tiers.

+ Module PROPERTY

Le module Property sert a définir les propriétés matérielles et physiques des objets

géométriques ou de certaines de leurs parties.
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+ Module ASSEMBLY

Il permet de rassembler tous les objets géométriques dans un méme systéme de coordonnées

global. Un mode¢le dans ABAQUS ne peut contenir qu’un seul assemblage.

+ Module STEP

Ce module est dédi¢ a la définition des étapes de I’analyse et des paramétres de post-
traitement. On y détermine, par exemple, la durée d’application d’une force ou les moments

auxquels certaines conditions sont activées.

+ Module INTERACTION

Ce module permet de spécifier les interactions entre différentes parties ou régions du modele,
qu’elles soient mécaniques, thermiques, ou autres. Il est important de noter qu’ABAQUS ne
considére que les interactions explicitement définies ; la proximité géométrique seule n’est

pas suffisante .

+ Module LOAD

Ici, on définit les chargements, conditions limites et champs (température, pression, etc.). Ces
¢léments sont liés aux étapes définies dans le module STEP ; par exemple, une force peut étre

active a I’étape 1 et désactivée a 1’étape 2.

+ Module MESH

Ce module contient tous les outils nécessaires pour générer un maillage par éléments finis sur

I’assemblage, étape cruciale pour toute simulation numérique.

+ Module JOB

Une fois la modélisation terminée, le module Job permet de lancer les calculs. ABAQUS

effectue alors les simulations et produit les résultats d’analyse.

*+ Module VISUALIZATION

Ce module est destiné a la visualisation des résultats : déformations, contraintes, courbes de

chargement, etc. Il permet d’interpréter graphiquement les résultats de 1’analyse.
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4+ Module SKETCH

Il sert a créer des formes bidimensionnelles indépendantes des objets 3D. Ces esquisses

peuvent ensuite étre utilisées pour des opérations telles que des extrusions.

2.3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé la méthodologie utilisée pour I’analyse de la
déformation d’une plaque rectangulaire sous différentes méthodes. Nous avons détaillé les
approches analytiques (Navier et Lévy) et numériques (¢léments finis et différences finies),
en expliquant les formulations mathématiques nécessaires pour résoudre les équations de

déformations dans divers scenarios

La présentation de ces méthodologies visait a établir le cadre de I'application numérique qui
sera réalisée, en vue de la comparaison des résultats. Les calculs basés sur les méthodes
analytiques seront implémentés numériquement via MATLAB, tandis que la MEF a 'aide

d'un logiciel commercial reconnu tel qu'Abaqus
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Chapitre 3 Résultats et discussions

3.1 Introduction

Aprées avoir présenté les fondements théoriques relatifs au comportement des plaques et détaillé
les formulations des approches analytiques et numériques dans les chapitres précédents, ce
chapitre est consacré a la présentation et a la discussion des résultats issus de I'application

numérique menée dans le cadre de ce travail.

Cette application a consisté a analyser une plaque rectangulaire en acier soumise a une charge
uniformément répartie. Les méthodes d'analyse étudiées (méthodes analytiques, Méthode des
Eléments Finis et Méthode des Différences Finies) ont été appliquées a deux configurations de
conditions aux limites spécifiques : la plaque simplement appuyée sur ses quatre bords (SSSS)
et la plaque avec deux bords opposés simplement appuyés et deux autres encastrés (SSCC).
Les résultats obtenus pour chaque méthode et chaque cas d'étude seront présentés et comparés.
L'objectif principal de ce chapitre est d'analyser ces résultats, d'évaluer la précision des
méthodes numériques par rapport aux solutions analytiques et de discuter de leur performance

respective.

3.2 Hypotheéses de calcul

3.2.1 Application Numérique

Dans cette rubrique, nous étudions la déformation d'une plaque mince carrée en acier de
dimension finies (a = b), de masse M et d’épaisseur h caractérisée par son module d’élasticité

et son coefficient de poisson repris dans le Tableau 3-1,
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Tableau 3-1 Caractéristiques de la plaque en acier

Propriétés Valeur Unité
Module d’élasticité E 210 GPa
Coefficients de poisson v 0,3 -
Epaisseur de la plaque h 12 mm
Largeur de la plaque a=b 1500 mm

On consideére les conditions suivantes :

1) Conditions de chargement : La plaque est soumise a une charge uniformément repartie
—pz(P = po = 5KN/m?)
2) Conditions aux limites :

- Laplaque (1) est simplement appuyée sur ses 4 bords (voir Figure 3-2)

- Laplaque (2) a deux bords opposés simplement appuyés et deux autres encastrés

(Voir Figure 3-1)

Figure 3-1 Modélisation sous ABAQUS (a gauche) d'une plaque carrée avec deux bords
simplement appuyés et deux bords encastrés, soumise a une charge uniformément répartie

Po (Plaque 2).
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Figure 3-2 Modélisation sous ABAQUS (a gauche) d'une plaque carrée avec quatre bords

simplement appuyés, soumise a une charge uniformément répartie py (Plaque 1)

3.2.2 Analyse avec les méthodes Analytiques

Cette section est dédiée a 1'analyse des résultats obtenus par les méthodes analytiques classiques
de Navier et de Lévy. Nous allons présenter les résultats calculés pour les deux configurations
de plaques étudiées dans ce mémoire : la plaque simplement appuyée sur ses quatre bords

(SSSS) et la plaque avec conditions aux limites mixtes (SSCC).

L'analyse des méthodes analytiques de Navier et de Lévy, qui fournissent les solutions exactes

pour des cas spécifiques de plaques, nécessite I'évaluation de la convergence de leurs solutions.

Ici ; Pour évaluer la convergence des solutions analytiques, qui sont obtenues en sommant un
nombre croissant ou décroissant de termes d'une série, nous allons considérer un indicateur
spécifique w. Cet indicateur, appelé taux d'écart (ou taux de convergence), quantifie la
différence relative entre la fleche cumulée (la somme partielle des termes de la série a une étape

donnée) et la valeur analytique exacte vers laquelle la série converge.
Le taux d'écart w est calculé en pourcentage selon la formule suivante :

Weumulée — Wmax,exact
w (%) =

x 100

max,exact
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L'analyse de 1'évolution de ce taux d'écart avec 1'augmentation du nombre de termes de la série
nous permettra d'apprécier la vitesse et la nature de la convergence pour chaque méthode et
configuration de plaque, la convergence vers la solution exacte étant caractérisée par un taux

d'écart tendant vers 0 %.

1) Méthode de Navier

Pour appliquer la méthode de Navier et calculer la fleche maximale de un script
a été développé sous 'environnement de calcul MATLAB. Ce script implémente la solution en
série double donnée par I'équation (2.22) et permet d'évaluer numériquement la somme de cette
série. Le script lit les paramétres de la plaque (dimensions a, b, épaisseur h, module de Young
E, coefficient de Poisson v) et l'intensité de la charge uniformément répartie p,. Il calcule
ensuite la rigidité en flexion D selon 1'équation (1.11). La fléche w(x,y) est calculée en
sommant les termes de la série de Navier (équation 2.21) pour un nombre spécifié de termes m
et n. Pour obtenir la fléche maximale, le script évalue cette série au centre de la plaque (x =
a/2,y = b/2) et donne la figure de la représentation 3D de la déformation de la plaque apres

application de la charge( Figure 3-3).

Les résultats présentés dans le correspondent a la somme de la série de Navier en
considérant les termes pour m et n variant de 1 a 9 (uniquement les valeurs impaires,
conformément a 'équation 2.22 pour une charge uniforme), soit un total de 5x5=25 termes :
montrant ainsi la contribution de chaque terme (m, n) a la somme et la somme cumulée de la
série a mesure que l'on considere de plus en plus de termes. La convergence de la solution est

également illustrée par le calcul de w en pourcentage.

- La colonne fleche partielle' indique la valeur du de la fleche calculée pour le terme
(m, n) spécifique de la série de Navier.

- Lacolonne 'fleche cumulée’ représente I'approximation de la fleche maximale obtenue
en additionnant tous les termes de la série depuis (m = 1,n = 1) jusqu'au terme (m, n)

de la ligne considéreée.
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Le code source complet du script MATLAB utilis¢ pour cette analyse est disponible en

Annexe.

Résultats et discussions

Tableau 3-2 Résultats des déplacements verticaux avec la méthode de Navier pour la

plaque (1)
Fléche partielle [ mm|] Fléche cumulée [mm|
m n w(%)
uU 2 “U
mn

1 1 3.1692419889 3,169241989 2,41961347
3 1 -0.0422565599 3,126985429 1,05401862
5 1 0.0037505822 3,130736011 1,17522526
7 1 -0.0007243982 3,130011613 1,15181506
9 1 0.0002094813 3,130221094 1,15858482
1 3 -0.0422565599 3,087964534 -0,20701003
3 3 0.0043473827 3,092311917 -0,06651673
5 3 -0.0007310824 3,091580835 -0,09014294
7 3 0.0001794486 3,091760283 -0,08434374
9 3 -0.0000579651 3,091702318 -0,08621699
1 5 0.0037505822 3,0954529 0,03498965
3 5 -0.0007310824 3,094721818 0,01136344
5 5 0.0002028315 3,09492465 0,0179183
7 5 -0.0000661430 3,094858507 0,01578077
9 5 0.0000250721 3,094883579 0,01659102
1 7 -0.0007243982 3,09415918 -0,00681918
3 7 0.0001794486 3,094338629 -0,00101998
5 7 -0.0000661430 3,094272486 -0,00315751
7 7 0.0000269381 3,094299424 -0,00228696
9 7 -0.0000119066 3,094287518 -0,00267174
1 9 0.0002094813 3,094496999 0,00409802
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Résultats et discussions

-0.0000579651

3,094439034 0,00222477

0.0000250721

3,094464106 0,00303502

7 -0.0000119066

3,094452199 0,00265024

(9]
O| O V| ©

9 0.0000059635

3,094458163 0,00284296

Les quantités ulU,, , et X n LUy 5, sont définies a la section 2.2.2.3 par les équations 2.23 et

2.24
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161 | 0.0000000001 -0.0f E ’ ,0000000000 -0.0000000000 0.00(
163 | -0.0000000001 0.0/ E s 5.0000000000 0.0000000000 0.0
165 | 0.0000000001 -0.0| & -2 L0000000000  —-0.0000000000 0.00(
167 | -0.0000000001 0.0 & 0.0000000000 0.0000000000 -0.0C
165 1 0.0000000001 -0.0| & , 2 ,0000000000 -0.0000000000 0.00(
171 | -0.0000000001 0.0 & 5.0000000000 0.0000000000 0.0
- 173 | 0.0000000001 -0.0| L0000000000 -0.0000000000 0.00(
175 | -0.0000000001 0.0 25 0.0000000000 0.0000000000 -0.0C
| 177 | 0.0000000001 -0.0| L0000000000  —-0.0000000000  0.00(
178 | -0.0000000001 0.0 5.0000000000 0.0000000000 0.0
181 | 0.0000000001 -0.0| 3 L0000000000 -0.0000000000 0.00(
133 | -0.0000000001 0.0 0.0000000000 0.0000000000 -0.0C
185 | 0.0000000001 -0.0| y (mm) o 0 x (mm) L0000000000  -0.0000000000  0.00¢
187 | -0.0000000001 0.0 5.0000000000 0.0000000000 -0.0C
188 | 0.0000000001 -0.0 - — ++0000000000 -0.0000000000 0.00¢
191 | -0.0000000000 0.0000000000 -0.0000000000 0.0000000000 -0.0000000000 0.0000000000 -0.0000000000 0.0000000000 -0.0(

Somme totale (déformation max au centre)

: 3.0943701507 mm

Figure 3-3 Déformation de la plaque (1) aprés application de la charge avec la méthode de
Navier sous MATLAB

2) Méthode de Lévy

e Casdelaplaque (1)

L'analyse de la plaque (1) par la méthode de Lévy a été menée aussi numériquement en

développant un script sous l'environnement MATLAB, implémentant la solution en série

simple donnée par I'équation (2.46a). Ce script calcule les termes successifs de la série de Lévy

au centre de la plaque (voir la colonne « fléche partielle » du 7ablean 3-3 yenx = a/2,y = 0,

¢évalue la somme cumulée a chaque étape (voir la colonne « fleche cumulée » du Tablean 3-3)
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et donne la représentation 3D de la plaque chargée déformée comme I’illustre la i
permet ainsi d'observer la convergence de la série. Le présente les résultats de
cette évaluation pour les 6 premiers termes de la série (m = 1, 3,5,...,11).

Le code source complet du script MATLAB pour la méthode de Lévy est également disponible

en Annexe.

Tableau 3-3 Résultats des déplacements verticaux avec la Méthode de Lévy pour la plaque

(D
Fleche partielle  mm]| Fleche cumulée [mm]
m (%)
[ > BVn
mn
1 3,091912079 3.091912079 —0,0794382
3 0,002470172 3.094382251 0,00038974
5 —1,2187E — 05 3.094370064 —4,1042E — 06
7 1,29E — 07 3.094370193 6,4634E — 08
9 —2E - 09 3.094370191 0
11 0 3.094370191 0
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AINI Pri » OneDrive * D —_—
rince neDrive ocurT — Fe _ O X L

Command Window

New to MATLAB? See resource File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ¥

D& de |20k E B

Entrez la valeur maximale
Tableau des deformaticpgy Déformation Plaque carrée SSSS 3D (Levy) - Acier

m | Aocier (mm)

3.081912078
3.094382251 10 -
3.094370064
3.0943701%3
3.094370191 '
3

6
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a

|
|
|
|
|
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Déplacement {mm)
=
£

y (mm) 0 o X (mm)

Figure 3-4 Déformation de la plaque avec la méthode de Lévy sous MATLAB

Les quantités [V, et )., , fV;,, sont définies avec les équations (2.47a-b) du second chapitre et

I’erreur se calcule avec la méme formule présentée précédemment

Commentaire 1 : Convergence des méthodes Analytiques (Navier vs. Lévy) pour la plaque
SSSS

L'analyse de la convergence pour la plaque (1) SSSS révele des différences notables entre les
méthodes de Navier et de Lévy. Les résultats obtenus montrent que la méthode de Lévy
approche la solution exacte beaucoup plus rapidement. Son taux d'écart devient négligeable
(proche de 0 %) des l'utilisation de 6 termes, et la valeur cumulée se stabilise de maniére
significative a partir du 5¢ terme de la série. En comparaison, la méthode de Navier présente
une convergence plus lente ; son taux d'écart nécessiterait un nombre plus important de termes
(jusqu'a 25 termes pour atteindre un taux d'écart plus important, indiquant une précision
inférieure) pour s'approcher de la solution exacte, et la stabilisation véritable de la somme

cumulée n'est observée qu'avec l'utilisation d'un trés grand nombre de termes, comme 9216
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selon l'observation avec le script. Ainsi, en termes de vitesse de convergence vers la solution
exacte (un taux d'écart tendant vers 0 %), la méthode de Lévy se révele significativement plus

efficace sur le plan computationnel pour ce probléme spécifique.

1l est a noter que les deux méthodes tendent vers une valeur similaire de la déformation
maximale, Wi,y exace = 3.094370191mm, ce qui renforce la confiance dans la validité des
resultats. Toutefois, la supériorité de la méthode de Lévy en termes de rapidité et de précision

est clairement établie.
e Casdelaplaque (2)

La plaque (2) ne peut pas étre analyse par la méthode de Navier vu ses conditions aux limites :
deux bords opposés simplement appuy¢s et deux autres encastrées, par conséquent I’analyse se

fait uniquement avec la méthode de Lévy dans ce cas

Le calcul du déplacement maximal dans ce dernier cas, a été aussi réalisé sous I’environnement
MATLAB (code en Annexe) ou on a développé script qui décompose le probléme complexe
SSCC en deux sous-problemes plus simples (un SSSS sous charge et un SSSS sous moments
de bord), résout chaque sous-probléme en utilisant les séries de Lévy, et superpose les résultats
pour obtenir la solution finale pour la plaque SSCC, tout en suivant la convergence de la série

comme explicité au second chapitre , section 2.2.3.2.

Ainsi le résultat de ’analyse pour les 6 premiers termes des séries, sont présentés dans le

Tableau 3-4 ou :

- m: Cette colonne indique le nombre de termes (uniquement les termes impairs m=1,3,
5,...) pris en compte dans la série de Fourier utilisée par la méthode de Lévy. Plus
m augmente, plus 1'approximation s'affine.

- wy : Cette colonne représente la contribution au déplacement maximal provenant de la
premiére partie de la solution par superposition : une plaque simplement appuyée sur
ses quatre bords soumis a la charge uniformément répartie p,,. Les valeurs proviennent
du calcul basé sur la série de Lévy pour le cas SSSS (similaire au Tableau 3-3 , mais

ici utilisée comme partie du calcul pour la plaque 2).
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- w; : Cette colonne représente la contribution au déplacement maximal provenant de la

seconde partie de la solution par superposition donnée a I’équation 2.62b : une plaque

simplement appuyée sur ses deux bords et soumise a des moments sur les deux autres

bords encastrés, calculée pour annuler la rotation induite par la charge dans la premiere

partie. Les valeurs sont négatives car elles "contrecarrent" la déformation de wy.

- Wpax - Cette colonne montre le déplacement vertical maximal résultant au centre de la

plaque 2. II est obtenu en faisant la somme cumulée des contributions w;et w, pour

chaque valeur de m , selon le principe de superposition Wy,q, = wy + w,.

Le taux d’écart est aussi calculé ici.

Tableau 3-4 Résultats des déplacements verticaux avec la méthode de Lévy pour la plaque

2)

m Wy w, Wmax = W1 W2 (%)
[mm]

1 3.091912079 —1.635769448 1.456142631 —0,28605533
3 3.094382251 —1.634040630 1.460341621 0,00148372
5 3.094370064 —1.634050235 1.460319719 —1,6092E — 05
7 3.094370193 —1.634050237 1.460319958 2,7391E — 07
9 3.094370191 —1.634050237 1.460319954 0
11 3.094370191 —1.635769448 1.460319954 0

Commentaire 2 : Convergence de la méthode de Lévy pour la plaque (2) SSCC

L'analyse par la méthode de Lévy pour la plaque avec deux bords encastrés et deux simplement

appuyés (SSCC) révele une convergence extrémement rapide des déplacements verticaux avec

I'augmentation du nombre de termes (m). Le taux d'écart par rapport a la solution exacte est
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trés faible des le second terme de la série (m=3), indiquant que les valeurs cumulées sont déja
trés proches de la solution convergée. Le taux d'écart devient négligeable (proche de 0 %) apres
seulement quelques termes, démontrant ainsi l'efficacité et la précision de la méthode de Lévy
pour ce type de probléme avec des conditions aux limites mixtes. Cela permet d'obtenir des

résultats fiables avec un faible effort computationnel.

La valeur exacte convergée pour la plaque 2 est d'environ 1.460319954 mm (selon les résultats

du Tableau 3-4).

3.2.3 Analyse avec les méthodes numériques~

Apres avoir établi les solutions de référence par les méthodes analytiques pour les plaques (1) :
Wnaxexact = 3-094370191mm et (2): Wyaxexace = 1.460319954 mm, cette section
présente les résultats obtenus en appliquant les approches numériques. Les deux méthodes
numériques couramment utilisées en mécanique des structures, la Méthode des Différences
Finies (MDF) et la Méthode des Eléments Finis (MEF) implémentée via le logiciel spécialisé

Abaqus, ont été appliquées aux deux configurations de plaque étudiées dans ce travail.

3.2.3.1 Méthode de différences finies

e Casdelaplaque (1)

L'analyse de la déformation de la plaque (1), qui est simplement appuyée sur ses quatre bords
(SSSS), a été menée en utilisant la Méthode des Différences Finies (MDF). Pour évaluer
I'impact de la discrétisation, plusieurs maillages de différentes finesses ont été appliqués a la
plaque carrée. Le Tableau 3-5 ci-dessous résume les résultats obtenus pour le déplacement

vertical maximal w4, au centre de la plaque en fonction du maillage utilisé
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Tableau 3-5 Résultats des déplacements verticaux max a différents maillages avec la MDF

pour la plaque (1) en fonction des différents maillages

Nbre des Nbre Fléche max -plaque (1)
Maillage Expression de W,

neeuds d’éléments ]
4

2X2 9 4 0,003906 p;)a 2,97527344
4
4

6X6 49 36 0,004048 222 3,0834375
4

a

8X8 81 64 0,004055 PoD 3,08876953
poa’

10X10 121 100 0,004057 ‘;) 3,09029297

Les valeurs figurant dans la colonne "Expression de Wpq," représentent les formulations
analytiques approchées du déplacement maximal obtenues en appliquant la méthode des
différences finies pour chaque configuration de maillage. La procédure générale d'obtention de
ces expressions pour une plaque sous charge uniforme est détaillée au Chapitre 2 de ce mémoire
(Section 2.3.2), avec une application spécifique et un développement des systémes d'équations
pour des maillages comme 4x4 et 8x8, couvrant les configurations de plaque SSSS et SSCC.
La colonne suivante, "W, ", donne la valeur numérique correspondante de ce déplacement

en millimetres, calculée en utilisant les propriétés de 1'acier et la charge spécifiées en Section

3.2.1.
o (CAS delaplaque (2)

Poursuivant l'analyse par la Méthode des Différences Finies, le Tableau 3-6 ci-dessous
présente les résultats du déplacement maximal obtenus pour la plaque (2) en fonction du

maillage utilisé :
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Tableau 3-6 Résultats des déplacements verticaux a différents maillages avec la MDF pour

la plaque (2)
Nbre des Nbre gl
Maillage neeuds d’éléments Expression de Way | Fléche max -plaque (2)

]

2X2 9 4 0,00312510‘;;14 2,38037109

4X4 25 16 0,002466 Poc” 1,87839844
4

6X6 49 36 0,002203 222 167806641

8X8 81 64 0,002088 o’ 1,59046875
4

10X10 121 100 0,002029p0a 1,54552734

L'obtention des expressions pour la colonne "Expression de w4, " suit la méme démarche que
celle présentée pour les résultats MDF de la plaque (1) SSSS ci-haut et décrite plus

généralement au Chapitre 2.

Commentaire 3 : résultats de | "analyse avec MDF pour la plaque (1) et (2)

En appliquant la Méthode des Différences Finies (MDF) pour calculer la déformation
maximale de nos deux plaques, nous avons pu observer comment cette méthode performe selon
les conditions de support. Pour la plaque SSSS, la MDF a démontré une grande précision. En
affinant le maillage, le déplacement calculé s'est rapidement approché de la vraie valeur de
référence analytique. Dés les premiers maillages, un faible écart était observé, qui a diminué

trés rapidement. La convergence rapide et monotone pour ce cas est illustrée par la Figure 3-5

Pour la plaque SSCC, la MDF montre également une convergence monotone vers la valeur de

référence a mesure que le maillage s'affine. Cependant, I'écart initial par rapport a la solution
q g P p pp
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exacte €tait nettement plus important comparé au cas SSSS, ce qui pourrait s'expliquer par la
complexité de la modélisation des conditions aux limites encastrées par la MDF. L'utilisation
d'une méthode des différences finies d'ordre élevé pourrait potentiellement améliorer la
précision initiale dans de tels cas. Malgré cet écart initial plus important, la MDF converge de

maniere fiable pour ce cas également (voir Figure 3-5 également)

Covergence des resultats pour MDF-Plaque (1)

10x10 |
sxs
(&)
I0)
<
= oxo NN
<
g
axs
B Wmax mdf
2x2 [
2,85 2,9 2,95 3 3,05 3,1 3,15

2X2 4X4 6X6 8X8 10X10
B Wmax mdf 2,975273438 3,068203125 3,0834375 3,0887695313,090292969

Wmax

Covergence des resultats MDF-plaque (2)

10X10
sxs

o
IS0)
<
2 oxe I
<
=

sxs

B Wmax mdf
pem
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
2X2 4X4 6X6 8X8 10X10

B Wmax mdf 2,380371094 1,878398438 1,678066406 1,59046875 1,545527344

Wmax

Figure 3-5 convergence des résultats avec Méthode des différences finies
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3.2.3.2 Méthodes des éléments finis

Ici, nous présentons les résultats de 1’analyse pour la plaque (1) et (2) faite avec la méthode

des ¢léments finis (MEF), en utilisant le programme Abaqus.

+ Cas de la plaque (1)

L'analyse de la plaque (1) simplement appuyée sur ses quatre bords (SSSS) par la Méthode des
Eléments Finis a été réalisée en recourant au logiciel Abaqus. Aprés avoir modélisé la plaque
(voir Figure 3-2), I'étude a ét€¢ menée en utilisant différentes configurations de maillage afin
d'étudier la convergence des résultats numériques et d'évaluer l'influence de la discrétisation.
Les résultats visuels de cette analyse, illustrant la déformation de la plaque sous charge pour
différentes finesses de maillage, sont présentés dans les Figure 3-6a-f. Ces figures permettent
une visualisation de I'allure de la déformation tridimensionnelle et la localisation spatiale du

déplacement maximal sur la surface de la plaque.

C'est a partir de ces visualisations qu'ont été extraits les principaux résultats numériques pour
chaque maillage, notamment la valeur du déplacement maximal au centre de la plaque. Ces
données quantitatives sont compilées et présentées de maniere synthétique dans le Tableau 3-7

ci-dessous.

()]
ODB: Job-1,0db Abagus/Standard 2020 Tue Apr 29 04:36:09 Afrique du Sud 2025
Y Step: Step-1
et S Ty 1000

ODB: Job-1.0db Abaqus/Standard 2020 Tue Apr 29 04:38:21 Afrique du Sud 2025
Step: Step-1 .

crement, 1
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(F)

Abaqus/Standard 2020 Tue Apr 29 04:28:29 Afrique du Sud 2025 .odb  Abaqus/Standard 2020 Tue Apr 29 04:20:33 Afrique du Sud 2025

Figure 3-6 Déformation de la plaque (1) chargée sous Abaqus en considérant différents
maillages : (A)maillage 2X2, (B)maillage 4X4, (C)maillage 6X6, (D)maillage 8X8,
(E)maillage 10X10, (E)maillage 60X60

Tableau 3-7 Résultats des déplacements verticaux a différents maillages avec la MEF dans

Abaqus pour la plaque (1)

MEF (Sous Abaqus)
Maillage | Nbre des nceuds | Nbre d’éléments | Fléche max -plaque (1)
Winax [mm]

2X2 9 4 2,931
4X4 25 16 3,135
6X6 36 3,115
8X8 81 64 3,108
10X10 121 100 3,105
15X15 256 225 3,072
30X30 961 900 3,106
60X60 3721 3600 3,111
120X120 14631 14400 3,115

%+ Cas de la plaque 2

Passons maintenant aux résultats obtenus pour la plaque (2), posée sur deux bords et encastrée
sur les deux autres (SSCC), en utilisant le programme Abaqus (voir Figure 3-1). La démarche

de calcul par éléments finis a été¢ la méme que celle détaillée pour la plaque SSSS. Pour
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visualiser la déformation de cette plaque sous charge, les Figure 3-7a-e montrent les images
de la déformation pour différents niveaux de découpage (maillage), permettant de voir 'allure

de la déformation et la localisation du déplacement maximal.

C'est a partir de ces visualisations que le déplacement maximal au centre pour chaque maillage
et I'erreur associée (calculée par rapport a la valeur exacte connue), ont été relevés. Tous ces

résultats numériques sont compilés dans le Tableau 3-8 juste en dessous

ODB: ?tz'lfdb Abaqus/Standard 2020 Tue Apr 29 03:36: 19 Afrique du Sud 2025
p-

86e-
-9.584e-01
-1.078e+00
- -1.198e+00
-1.318e+00

-1.438e+00 -1.449%+00 |

v ODB:Job-Lodb  Abaqus/Standard 2020 Tue Apr 20 03:40:29 Afrigue du Sud 2025 ygO08: Jobl b, Macusitandard 2020, Tue A 29 03143108 Aftue duSud 2025

Step: Step:

X Increment  1: StepTime= 1.000 Increment  1: StepTime = 1.000

It -1:333e+00
L .1454e400 |

()

Y ODB: Job-1.0db  Abaqus/Standard 2020 Tue Apr 29 03:46:26 Afrique du Sud 2025
X Step: Step-1
Increment  1: Step Time

Figure 3-7 Déformation de la plaque (2) sous Abaqus en considérant différents
maillages :(a) maillage 2X2, (b)maillage 4X4, (c)maillage 6X6, (d)maillage 8X8, (e)
maillage 10X10, (f)maillage 60X60
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Tableau 3-8 Résultats des déplacements verticaux a différents maillages avec la MEF dans

Abagqus pour la plaque (2)

MEF (Sous Abaqus)
Maillage | Nbre des neeuds Nbre d’éléments Fléche max -plaque (2)
]
2X2 9 4 0,003546
4X4 25 16 1,396
6X6 49 36 1,438
8X8 81 64 1,449
10X10 121 100 1,454
15X15 256 225 1,440
30X30 961 900 1,462
60X60 3721 3600 1,464
120X120 14631 14400 1,464

Commentaire 4 ; Résultats de I’Analyse de la plaque (1) et (2)

Pour les deux configurations de plaque (SSSS et SSCC), 'analyse montre que la convergence

des résultats obtenus par la Méthode des Eléments Finis (MEF) avec l'affinage du maillage

n'est pas monotone. Contrairement a une convergence idéale ou les résultats numériques

s'approcheraient continuellement de la solution analytique, ici, les résultats varient et peuvent

méme s'éloigner temporairement de la solution analytique avant de se stabiliser pour les

maillages plus

fins (voir Figure 3-8).

Malgré ce comportement de convergence non monotone, les résultats obtenus
avec les maillages les plus fins montrent que la MEF permet d'obtenir une bonne
approximation du déplacement maximal. Pour les maillages les plus denses
étudiés, les résultats numériques se stabilisent autour d'une certaine valeur

pour les deux cas SSSS et SSCC. La stabilité¢ des résultats pour les maillages
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trés fins indique que la solution numérique a convergé vers une valeur. Ainsi
nous pouvons dire que 1’élément fini rectangulaire de 4noeud avec 3 degrés de

liberté par nceuds utilisé pour cette analyse a donné des bons résultats

Tendance des resultats de l'analyse par emf avec Abaqus de la

plaque (2)
1.8
5 16
g 14
2 12
5 01
£ 08
g 06 W ¢
max em
£ 04
8 02
é.} 0
-0,2 $ SR A AU MENFL N
04 Y &< RN S SN *‘r\
Maillage
Tendance des resultats de l'analyse par emf avec Abaqus de la
plaque (1)
32
é 3,15
3,1
= 305
5 3
g 2,95
g 2,9
£ 2,85 ® Wmax mef
3 28
< 2,75
) 40
!

FEFFLSE
N
Maillage
Figure 3-8 Convergence des résultats avec Abaqus Pour la plaque (1) & (2)

3.3 Comparaison des résultats obtenus

Cette section présente une comparaison synthétique des résultats de déplacement maximal
obtenus pour les plaques simplement appuyées sur ses 4 bords (SSSS) et simplement appuyée

sur deux bords opposés et encastrée sur deux autres (SSCC) a l'aide des quatre approches
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étudiées : les méthodes analytiques (Navier et Levy) et les méthodes numériques (MDF et MEF
réalisées sous Abaqus). Cette analyse comparative s'appuie sur le Tableau 3-9, qui récapitule
les valeurs obtenues par différentes approches et inclut également un indicateur quantifiant
I'écart des solutions numériques (MDF et MEF) par rapport aux solutions exactes de
référence données par les méthodes analytiques. L'analyse s'appuie également sur les

diagrammes de comparaison des Figure 3-9 & Figure 3-10.

3.3.1 Définition de l'indicateur de comparaison

Pour évaluer de maniére quantitative l'écart entre les résultats obtenus par les méthodes
numériques (MDF et MEF) et les solutions analytiques de référence, nous utilisons le taux de
réduction (-) ou augmentation (+) du déplacement maximal. Cet indicateur permet de mesurer

1'écart relatif de la valeur numérique par rapport a la valeur analytique exacte.

En prenant la valeur analytique exacte (Wimax analytique ) COMme référence, le taux est calcule

pour chaque méthode numérique et chaque finesse de maillage selon la formule suivante :

Winax,N umerique ~— Wmax,analytique

Taux de reduction/augmentation (%) = x 100

Wmax,analytique
Un taux positif indique une surestimation du déplacement maximal par la méthode numérique,

tandis qu'un taux négatif indique une sous-estimation.

Ce taux est représenté dans Tableau 3-9 par les symboles ¢ pour la méthode de différences

finies et ¥ pour la méthode des éléments finis

ULPGL/Goma/FST/Génie civil KITUMAINI CIGOGO Prince



Chapitre 3 Résultats et discussions
Tableau 3-9 Sommaire de résultats -Plaque (1) &Plaque (2)
EMF FDM
Maillage Zv;l::) 9 (%) 1(4::;; 0 (%) Wrgz::;ct
2X2 2,931 -5,27959426 | 2,97527344 | —3,84882048
4X4 3,135 1,31302354 | 3,06820313 | —0,84563463
6X6 3,115 0,66668846 | 3,0834375 | —0,35330908
6 8X8 3,108 0,44047118 | 3,08876953 | —0,18099514
0 3.094370191
% 10X10 3,105 0,34352092 | 3,09029297 | —0,13176259
~ | 30X30 3,106 | -0,72293196
60X60 3,111 0,37583768
120X120 | 3,115 0,53742145
2X2 0,003546 | -99,7571765 | 2,38037109 63,0033944
. 4X4 1,396 | -4,40451107 | 1,87839844 | 28,6292386
% 6X6 1,438 -1,52842902 | 1,67806641 14,9108729
,C_% 8X8 1,449 -0,77516944 | 1,59046875 8,91234799
2 1.460319954
10X10 1,454 -0,43277872 | 1,54552734 5,8348439
30X30 1,462 -1,39147273
60X60 1,464 0,11504643
120X120 1,464 0,25200272
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comparaiosn des resultats plaque (2)

3
2,5
5
§ 2
> 1,5
<
g 1
o
3 0,5
=
o M1
05 2X2 4X4 6X6 8X8 10X10 = 30X30 = 60X60 | 120X120
® MDF 2,3803711/1,8783984 1,6780664 1,5904688 1,5455273
= MEF 0,003546 1,396 1,438 1,449 1,454 1,462 1,464 1,464
® Solution exacte | 1,46032  1,46032 | 146032 146032 146032  1,46032 1,46032 1,46032
Maillage

EMDF ®mMEF ® Solution exacte

Figure 3-9 Diagramme de Comparaison résultats plaque (2)

Comparaison des resultats-plaque (1)

32
Z 3,15
£
o 305
g 3
% 2,95
g 29
2 285
(&]
2 28

2,75

2X2 4X4 6X6 8X8 10X10 = 30X30  60X60  120X120

EMDF  2,9752734 3,0682031 3,0834375 3,0887695 3,090293
EMEF 2,931 3,135 3,115 3,108 3,105 3,106 3,106 3,106

ELévy 3,0943702 3,0943702 3,0943702 3,0943702 3,0943702 3,0943702 3,0943702 3,0943702
m Navier 3,0943702 3,0943702 3,0943702 3,0943702 3,0943702 3,0943702 3,0943702 3,0943702
Maillage

EMDF mMEF ®Lévy ® Navier

Figure 3-10 Diagramme de comparaison des résultats plaque (1)
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3.3.2 Analyse et Interprétation des résultats

L'examen du Tableau 3-9, qui compile les déplacements maximaux obtenus par les méthodes
numériques (MDF et MEF) en comparaison avec les solutions analytiques exactes
(Navier/Lévy) pour les plaques SSSS et SSCC, ainsi que les taux de réduction/augmentation
par rapport aux solutions exactes, permet de dégager plusieurs observations importantes quant

a la performance de chaque approche.

e Les résultats obtenus par les méthodes analytiques de Navier et de Lévy, fournissant les
solutions exactes pour ces cas de plaques sous charge uniforme (environ 3,094 mm
pour SSSS et 1,460 mm pour SSCC), servent de référence pour évaluer les méthodes
numériques.

e M¢éthode des Différences Finies (MDF) :

- Pour la plaque SSSS, la MDF présente un taux de réduction du déplacement maximal,
variant de -3,85 % (maillage 2x2) a environ -0,13 % (maillage 10x10). Le taux de
réduction diminue en valeur absolue de maniére monotone a mesure que la finesse du
maillage augmente (d’ou la sous-estimation de la fleche calculée par MDF par rapport
a la fleche exacte), démontrant une bonne convergence rapide vers la solution exacte.

- Pour la plaque SSCC, la MDF présente un taux d'augmentation du déplacement
maximal pour les maillages étudiés. Il est tres €levé au maillage grossier (63,00 % pour
2x2) mais diminue de maniére monotone avec l'affinement du maillage, atteignant
environ 5,83 % (maillage 10x10) par rapport a la solution exacte. Cette méthode sur
estime la fleche maximale par rapport a la fleche exacte pour ce cas

e Méthode des Eléments Finis (MEF) :

- Pour la plaque SSSS, la MEF présente initialement un taux de réduction de -5,28 %
(maillage 2x2). Ce taux diminue avec l'affinement du maillage, mais le comportement
de convergence, exprimé par le taux de réduction/augmentation, est non monotone,
oscillant autour de la solution exacte (passant de réduction a augmentation et
inversement). Pour les maillages fins (60x60, 120x120), le taux se stabilise autour de

+0,38 % a +0,54 %.
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- Pour la plaque SSCC, la MEF montre un taux de réduction trés important au maillage
le plus grossier (-99,76 % pour 2x2). Le taux d'écart diminue drastiquement des que le
maillage est affiné (passant a -4,40 % pour 4x4), mais la convergence, exprimée par le
taux, est €galement non monotone, présentant des réductions et augmentations
alternatives autour de la solution exacte. Pour les maillages les plus fins (60x60,

120x120), le taux d'écart est faible, autour de +0,12 % a +0,25 %

En synthése, les méthodes analytiques confirment leur role de référence exacte pour la
validation. La MDF démontre une convergence monotone et fiable, avec un taux d'écart
diminuant de maniere régulicre, particuliérement rapide pour la plaque SSSS. La MEF, bien
que capable de traiter les deux configurations dans Abaqus, présente un taux de
réduction/augmentation dont le comportement de convergence est non monotone avec
I'¢1ément utilisé, nécessitant des maillages plus fins que la MDF pour atteindre un faible taux
d'écart sur la SSSS aux maillages intermédiaires. Néanmoins, pour les maillages tres fins, la
MEF atteint un trés faible taux d'écart pour les deux cas. Le taux de réduction initial trés élevé
de I'EMF au maillage 2x2 pour la plaque SSCC souligne la sensibilit¢ de cette méthode a une

discrétisation initialement insuffisante, particuliérement pour des cas plus complexes.

Cette analyse, en utilisant le terme "taux de réduction/augmentation”, met en évidence que si
la MDF est efficace pour les cas standards et présente une convergence prévisible en termes de
taux d'écart, la MEF offre une polyvalence précieuse pour des cas plus complexes, bien que le
comportement de ce taux puisse dépendre du choix de I'¢é1ément fini et de la finesse du maillage.
L'évaluation du taux d'écart par rapport aux références analytiques est essentielle pour
comprendre la fiabilité¢ des résultats numériques obtenus a une finesse de maillage donnée,
indiquant clairement si la méthode tend a sous-estimer (taux négatif) ou surestimer (taux

positif) la fleche maximale.
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté et analysé en détail les résultats obtenus pour 1'étude de
la déformation des plaques rectangulaires SSSS et SSCC sous charge uniforme. Nous avons
d'abord examiné les résultats issus des méthodes analytiques de Navier et de Lévy, en
¢valuant notamment la convergence de leurs solutions par série en utilisant le taux d'écart.
Ensuite, nous avons présenté et analysé les performances des méthodes numériques : la
Méthode des Différences Finies (MDF) et la Méthode des Eléments Finis (MEF) réalisée
sous Abaqus, en observant leur comportement de convergence et leur précision respective
pour les deux configurations de plaque. Enfin, nous avons procédé a une comparaison
synthétique et une interprétation approfondie des résultats de I'ensemble des méthodes, en
quantifiant les écarts des méthodes numériques par rapport aux références analytiques a 'aide
du taux de réduction/augmentation, afin de dégager les forces et les limites de chaque

approche pour ce type de probléme.

ULPGL/Goma/FST/Génie civil KITUMAINI CIGOGO Prince



Conclusion générale

Conclusion générale & perspectives

La présente ¢tude a porté sur l'analyse de la déformation de plaques rectangulaires sous charge
uniforme, avec pour objectif de comparer 1'efficacité et la précision des méthodes analytiques
classiques (Navier, Lévy) aux méthodes numériques courantes : la Méthode des Différences
Finies (MDF) et la Méthode des Eléments Finis (MEF réalisée sous Abaqus). L'analyse a été
menée sur deux configurations types de conditions aux limites : la plaque simplement appuyée

sur ses quatre bords (SSSS) et la plaque avec appuis mixtes (SSCC).

Les travaux menés ont permis d'appliquer rigoureusement ces différentes approches et de
confronter leurs résultats de déplacement maximal. Les méthodes analytiques ont confirmé leur
role essentiel en tant que solutions de référence exactes pour la validation des modéles
numériques sur ces cas fondamentaux. La comparaison quantitative, en analysant le taux de
réduction/augmentation du déplacement maximal, a révélé des comportements de convergence
distincts pour les méthodes numériques. La MDF a démontré une convergence généralement
monotone et fiable, atteignant une grande précision pour les maillages fins, particulierement
rapidement pour la plaque SSSS. Pour la plaque SSCC, bien que sa convergence soit également
monotone, son écart initial par rapport a la solution exacte était significativement plus
important, soulignant I'impact de la complexité des conditions aux limites sur sa performance
initiale. La MEF, réalisée avec un ¢lément a 4 nceuds dans Abaqus, a présenté une convergence
non monotone, les résultats oscillant autour de la solution analytique a mesure que le maillage
s'affin. Néanmoins, pour les maillages les plus denses étudiés, la MEF a réussi a obtenir une
approximation raisonnable, les résultats se stabilisant autour d'une certaine valeur pour les deux

cas.

En conclusion, cette étude a validé la capacité des méthodes numériques a approximer la
solution de problémes de flexion de plaques, tout en mettant en évidence que leur fiabilité et la

précision de l'approximation atteinte dépendent de la méthode choisie, de la finesse de la
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discrétisation et de la complexité du probleme. Si les méthodes analytiques sont limitées aux
cas simples mais indispensables pour la validation, les méthodes numériques comme la MDF
et la MEF offrent une polyvalence cruciale pour aborder une plus grande variété de problémes
d'ingénierie structurelle. La comparaison a souligné les forces spécifiques de la MDF en termes

de convergence monotone et celles de la MEF en termes de flexibilité logicielle.

Ce travail offre ainsi aux ingénieurs une meilleure compréhension des avantages, des limites
et de la précision relative de ces outils d'analyse essentiels, facilitant le choix de la méthode la
plus appropriée pour la conception et la vérification des structures en plaques et contribuant a

assurer leur sécurité et leur durabilité.

Bien que cette étude se soit limitée aux plaques minces, isotropes, rectangulaires, sous charge
uniforme et conditions aux limites idéales, elle ouvre des perspectives pour des recherches
futures incluant des théories de plaques plus avancées, des géométries et chargements variés,

ou I'étude de comportements non linéaires ou dynamiques.
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Annexe

Annexe A : Quelques caractéristiques mécaniques des
matériaux [10]

Matériaux Module d'Young E en GPa Coefficient de Poisson
Acier de construction 210 0,27 — 030
Acier inoxydable 18-10 203 0,30 — 031

Fontes 833170 0,21 — 0,26
Laiton (Cu + Zn) 1002130 0,37
Aluminium (Al) 69 0,346

Cuivre (Cu) 124 0,33
Titane (TO 114 0,34
Béton 20350 0,20
Verre 69 0,18-0,3
Caoutchouc 0,001a0,1. 0,50
Polystyrene 0,003 0.4
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Annexe B : Code MATLAB pour P’analyse d’une plaque
rectangulaire simplement appuyée sur 4 bords et soumise a
une charge uniformément repartie selon la méthode de Navier

clc; clear; close all;

%% Parameétres du probléme

a = 1500; % mm (longueur de la plaque)

b = 1500; % mm (largeur de la plaque)

h =12; % mm (épaisseur de la plague)

p0 = 0.005; % KN/mm? (pression uniformément appliquée)

nua = 0.3; % coefficient de poison(matériau Acier)

E=210000; % KN/mm? (module d'elasticité pour acier)

D = 33230769.230769; % N'mm, rigidité en flexion de l'acier calculée par la
formule D=(Eh"3/12 (1-nu”2)

%% Définition de la plage de m et n pour la série (m et n impairs)

max mn = input ('Entrez la valeur maximale de m et n (impair) : ");
M values = 1:2:max_mn;
N values = 1:2:max mn;

%% Calcul de la déformation au centre (x=a/2, y=b/2)
w_center = zeros(length(M values), length(N values));
for i = l:length (M values)
for j = l:length (N _values)
m = M values (1)
n = N values(3);
term = (sin(m*pi/2) * sin(n*pi/2)) / ((m*2/a”2 + n"2/b"2)"2 * m *
n);
w_center(i,j) = (16 * p0) / (D * pi”6) * term;
end
end

)

% Somme (déformation totale au centre, théorique W _max)
sum w_center = sum(w_center, 'all');

%% Affichage du tableau de déformation au centre
fprintf ('Tableau des contributions aux déplacements au centre (en mm) pour
m,n jusqu''a %d\n', max mn);

fprintf (' m/n[');
fprintf (' %6d', N _values);
fprintf ('\n-———----——-----— \n'");
for i = 1l:length(M values)
fprintf (' %4d |', M values(i));

for j = l:length (N _values)
fprintf (' $12.10f ', w _center(i, J));
end
fprintf ('\n");
end
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fprintf ('\nSomme totale (déformation max au centre) : %12.10f mm\n',
sum_w_center) ;

%% Calcul de la déformation w(x,y) sur toute la plaque
nx = 50; ny = 50;

[x, y] = meshgrid(linspace(0,a,nx), linspace(0,b,ny));
W Xy = zeros(ny, nx);

for m = M values
for n = N values

coeff = (16 * p0) / (D * pi®6) * (sin(m*pi/2) * sin(n*pi/2)) / (m *
n * ((m*~2/a”2 + n"2/b"2)"2));
w_Xy = w_xy + coeff * (sin(m*pi*x/a) .* sin(n*pi*y/b));

end
end

%% Représentation 3D de la déformation sur la plaque

figure;

surf(x, y, -w_xy, 'EdgeColor', 'none');

xlabel ('x (mm)'); ylabel('y (mm)'); zlabel('Déplacement (mm)"');
title('Déformation plaque (1) Navier 3D - Acier');

colorbar;

shading interp;

view (-45,30);
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Annexe C : Code MATLAB pour I’analyse d’une plaque
rectangulaire simplement appuyée sur 4 bords et soumise a
une charge uniformément repartie selon la méthode de Lévy

clc; clear; close all;

o°

% Parametres du probleme

a = 1500; % mm, dimension de la plaque (carré, a=Db)

b = 1500; % mm

h =12; % mm, épaisseur de la plaque

p0 = 0.005; % N/mm?, 10 kPa converti (1 kPa = 0.001 N/mm?)

o)

% Matériau et valeur de rigidité pour 1'Acier

materiau = 'Acier';
nu = 0.3; % coefficient de poison
E=210000; % KN/mm? (module d'elasticité)

D = 33230769.230769; % N-mm, rigidité en flexion de 1l'acier calculée par la
formule D=(Eh"3/12 (1-nu”2)
% Méthode de Levy : Calcul de la déformation maximale au centre

Formule de Levy

w_max = (p0*a”4/D)*[5/384 - (4/pi”5)*sum {m impair} { (-1)"((m-1)/2)/m"5
((alpha*tanh (alpha)+2)/ (2*cosh (alpha)) ) 1}]

avec alpha = m*pi/2 (pour a=Db)

o oo

o°

o° %

max m = input('Entrez la valeur maximale de m (impair) pour la série de
Levy : ");
M values = 1:2:max m; % valeurs impaires

w_center = zeros(length(M values), 1); S stockage pour l'acier uniquement
S = 0; % somme partielle
for idx = l:length(M values)

m = M values (idx);

alpha = m * pi / 2; % puisque a=b

term = ((=1)"((m-1)/2)) / (m"5) * ((alpha * tanh(alpha) + 2) / (2 *
cosh (alpha)));

S =S + term;

w_center (idx) = (p0 * a”4 / D) * (5/384 - (4/pi”5) * S);
end
% Affichage du tableau de convergence au centre avec 9 décimales
fprintf ('Tableau des déformations maximales au centre (méthode de Levy)
pour 1''$s :\n', materiau);

fprintf (' m | %s (mm)\n', materiau);
fprintf('--——------"---"-"- \n');
for i = l:length (M values)

fprintf (' $3d | %14.9f\n', M values(i), w_center(i));
end
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%% Représentation 3D de la déformation sur la plaque (méthode de Levy)
nx = 50; ny = 50;
[x, y] = meshgrid(linspace (0, a, nx), linspace (0, b, ny));
S field = zeros(ny, nx); % somme spatiale pour chaque point (pour l'acier)
for m = M values
alpha = m * pi / 2;
coeff = ((-1)"((m=-1)/2))/(m"5) * ((alpha * tanh(alpha) +
2)/ (2*cosh (alpha)));

o)

% Chaque mode spatial est pondéré par sin(m*pi*x/a)*sin(m*pi*y/a)

S field = S field + coeff * ( sin(m*pi*x/a) .* sin(m*pi*y/a) );
end
w_field = (p0 * a4 / D) * (5/384 - (4/pi”b) * S field);
figure;

surf (x, y, w_field, 'EdgeColor', 'none');

xlabel ('x (mm)'); ylabel('y (mm)'); zlabel('Déplacement (mm)"');
title(['Déformation Plaque carrée SSSS 3D (Levy) - ', materiaul);
colorbar;

shading interp;

view (-50,50) ;

114



Annexe

Annexe D : Code MATLAB pour P’analyse d’une plaque
rectangulaire simplement appuyée sur 2 bords opposés et
encastrée sur les deux autres, soumise a une charge
uniformément repartie selon la méthode de Lévy

clc; clear; close all;

%% Parametres de la plaque et du chargement

a = 1500; % mm (longueur de la plaque)

b = 1500; % mm (largeur de la plaque)

h =12; % mm (épaisseur de la plaque)

p0 = 0.005; % KN/mm? (pression uniformément appliquée)
nua = 0.3; % coefficient de poison(matériau Acier)
E=210000; % KN/mm? (module d'elasticité pour acier)

D = 33230769.230769; % N'mm, rigidité en flexion de l'acier calculée par la
formule D=(Eh”*3/12 (1-nu”2)

% Nombre maximal de termes (m impairs)

max m = input ('Entrez la valeur maximale de m (impair) : ');
M values = 1:2:max_m; $ ex: 1,3,5,...

% Pour rappel, alpha m = (m*pi*b) / (2*a) .

%% —--—- 1) Convergence au point de déflexion maximale —---

% Pour la méthode de Lévy, le maximum se trouve aux coordonnées
X _point = a/2;
y_point 0;

% Initialisation des sommes partielles
= 0; % somme partielle pour wl
0; % somme partielle pour w2

1
2

n n

wl center vals = zeros(length(M values),1);
w2 center vals = zeros(length(M values),1);
w_center vals = zeros(length(M values),1);

for idx = l:length(M values)
m = M values (idx);
alpha m = (m*pi*b)/(2*a);

% ——— Nouvelle expression pour wl ---
term wl = (-1)"((m-1)/2) / m"5 * ( (alpha m * tanh(alpha m) + 2) / (2 *
cosh (alpha m)) );

S1 = S1 + term wl;

wl current = (p0*a™4)/D * (5/384 - (4/pi~5) * S1);
wl_center_vals(idx) = wl current;

[o)

% —--- Expression inchangée pour w2 ---
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coefficient = (-1)"((m-1)/2) / m"5;
fraction = (alpha m*tanh(alpha m) / cosh(alpha m)) * .
((alpha m - tanh(alpha m)* (l+alpha m*tanh(alpha m))) /

(alpha m - tanh(alpha m)* (alpha m*tanh(alpha m)-1)));

S2 = S2 + coefficient * fraction;
w2 current = (2*p0*a”4)/(pi”5*D) * S52;
w2 center vals(idx) = w2 current;

% La déflexion finale est : w max = wl + w2
w_center vals(idx) = wl current + w2 current;
end

%% Affichage de la convergence au point (x point,y point)
fprintf ('\nConvergence de w(x = %g, y = %g) par la méthode de Lévy (2 bords

appuyés, 2 encastrés) :\n', x point, y point);
fprintf (' m | wl (mm) | w2 (mm) | w_max
= wl + w2 (mm)\n');
fprintf('--——-———----"-"-"-"""""""
———————————————————————— \n'");
for i = l:length (M values)

fprintf (' %$3d | %18.9f | %$18.9f | $18.9f\n'

M values (i), wl center vals (i), w2 center vals (i),
w_center vals(i));

end

%% ——— 2) Calcul du champ w(x,y) sur la plaque ---

nx = 50; ny = 50;

[x grid, y grid] = meshgrid(linspace(0,a,nx), linspace(0,b,ny));
wl field = zeros(ny, nx);

w2 field = zeros(ny, nx);

for m = M values
alpha m = (m*pi*b)/(2*a);
% Nouvelle expression pour wl
term wl spatial = (-1)"((m-1)/2) / m"5 * ( (alpha m * tanh(alpha m) +
2) / (2 * cosh(alpha m)) );
wl field = wl field + term wl spatial;

[o)

% Expression inchangée pour w2

coefficient = (-1)"((m-1)/2) / m"5;
fraction = (alpha m*tanh(alpha m) / cosh(alpha m)) * .
((alpha m - tanh(alpha m)* (1+alpha m*tanh(alpha ~m))) /

(alpha m - tanh(alpha m) * (alpha m*tanh (alpha m)-1)));

w2 field = w2 field + coefficient * fraction;
end

o)

% Application des coefficients globaux
wl field = (pO*a”4)/D * (5/384 - (4/pi”5) * wl field);
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w2 field = (2*p0*a”4)/(pi”5*D) * w2 field;

% La solution finale est w max = wl - w2
w field = wl field - w2 field;

o
]

o\°

-——- 3) Nouvelle Visualisation 3D ---

figure;
mesh (x grid, y grid, w field, 'EdgeColor', 'interp'); % Utilisation de mesh
pour une meilleure visualisation

xlabel ('x (mm) ") ;
ylabel ('y (mm) ') ;
zlabel ('Déplacement w(x,y) (mm)"');

title('Déformation de la plaque - Méthode de Lévy');

colormap jet; % Meilleure palette de couleurs pour visualiser 1’amplitude
colorbar;

shading interp; % Interpolation des couleurs pour un rendu plus lisse
view (=45, 30); % Ajustement de 1l’angle de vue pour une meilleure
perspective

grid on;
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